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Matematica. ----. il1esures dans les espaces produ£ts. Nota, (*) di
C. T. IONEscu TULCEA. presentata dal Socio 1\1.. PICONE..

I. Soh K un ensemble d" indices et soit pour ch;lque S E K, X5 un espace

ct 'fs (r) une tribu de parties de X.. Soit E }'espace produit TT X~. Pou'r toute
:-E~

partie finic (p. f.) I C K SOlt Et Fespace produit II X s et B'r1 la tribu de parties
Jl!!l

, de El engelldre~ par les par~ies de Ie forme lIAs Oll As G 'f,f ~ Toute pa.rtie
,'61 '

-I

de E de ht fornle prj (./\) Oll A E A1'1 sera dite p:.trtie cylindriquc. Soh 1" Ie
-I

clan des parties cylindriques. Si West title f"lluille de parties de El, prJ (\V)
..... I

represente la. fan1ille des parties de E de 1.1 torme pr l (A) avee A E \V. Soit
rnainrenant P (A) una nlesure definie sur. 'r, denonlbrabJement additive sur la

-- J

triho pr1 (BTl) quelque soit I" p. f. I C K. Differentes conditions ant ete donnees
pour en dcduire r~additivitc d~nombrablede P (A) sur "1'. Ainsi d'apres A.. Kolmo­
goroff, P (A) est denolnbrablenlent additive sur 'T, 51 quelque soit S E K, Xs est
l'enseulble des no~bres n~els et "I"s Ia tribu des parties boreliennes de Xs" En se
rapportant a la deUlonstration de J. L. Doob 011 vOlt qu'il slIfEt que pour tout

-1:

s c.= K. l'espace de probabilite {Xs, 'Ts , P (prs (A))} soit normal (2). On sait encore
que, sans aucune restriction sur Xs , "rs ,on peut conclure que P (A) est denOtllbra­
blement additive sur 'f, si on suppose que pour toute partie de E de h\ forme

II As Oil As = X s s~luf pour un nombre tlni d'indices, et OU, pour S E K
s d$ K

As E T s , P (II As) = II P (p~.lS (As). Mats cette conclusion n~est plus valable
il!!!K .d!h,

lcomrne il a ete montre par E. Sparre Andersen. et B. Jessen (J}] si X." 'I's etant

(.) Pervenuta 'a:lrAccademia H 5 settc.lnbre 1949.
(1) Soit G un esp:J.ce. Unc famille F'Jc pa.rties de G est appclcc un clan, si G e F , G - A e F

si A E F et si, 1a reunion de A et B appartient ~l F si A e F , BE F. Fest appeJee une tribu si F
est. un dan et si la reunion de toute f~lmme dt:nombrablc de partics appartenant a F appartient
a F. Une fonction non negative Tn (A) dcfinie sur Fest appclee une mesurc si m (G) = I et si
chaque tOl:; qu'Utl ensemble A e F est reunion de deux ensembles A. t A2 de Ft disjoints, OIl a
m. (A) = m. (At) + tIt {A2 )·m (A) est denombrab\emcnt additive si chaque fois qu'une partie A~ F
est reunion d'une famille d~1l0nlbrable d'ensembles A~' eFt deux. tl deux sans point commun,

m (A) = 1: 111 (Ai)·J>Y, represt::nte I... proection de E sur E l
•

i

(2) Pour Ie thcorcme de KODIOGOROFF voir Grtmdbegriffe dey T¥abt'sclJei1l1jcbkeitst>ecJmtmg,
pp. 29-30. Pour cdui de DOOH, Stochastic processes 'U.!ith flU i1ttegraI valued pa1·ametef. « TransJction
of tht:: Anler. Math.' Soc. ». 44 (1938). (Ce Memoire sera dcsigne dans 1a suite par S).

(3) O~l the introducticm of measIH'es in itljiuit8 product space. «D.lnske Vid. Selsk. ~·bt.-Fys.
Medd.)). 25, n. 4 (1948). (Cite d'apres u. Math. Re,,-iews »).
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quelconques on ne fait aucune autre hypothese sur P (A) en dehors de l'additivite
... -...·-1

denonlbrable sur la tribu pr[ (BT'l) pour toute p. f. Ie K. Le but de cette Note·
est d'indiquer nne condition, ditferente des precedentes, qui assure l'additivite
denoQ.1brable de P (A) sur 1'.

2. Considerons l'espace E (~), Ie clan T et soit .P (A) une nlesure detlnie
-{

sur 1'., denon1brablement additive sur }3 tribu prJ (BTl) quelque SOlt la p. f. I C K.
-I

II existe (») pour toute p. f- I c K et t E K une fonction P {Zl , p1"t (A)} definie
sur Ef X "1'1 qui verifie .quelquc soh I'll f:- BI"'I les egalitees

( P {z I :I pr: (A)} PI (dZt) = P (P:l (M)·P'!f (A) )
ii

- I ..- r

Oll' P1(A) = P CPr, (A)) pour A E B1'1. La fOBction P {Zl, prt (A)} appelce aussi
mr:sure conditiolltlee sera dite regttliere s'il existe une fonction P (Z.l, A) deflnie
sur £1 X "rJ mesurable BT'l comme fonction de Zl, denoDlbnlb.1em_ent additive
commc fonction de A avec P (ZJ) XI) :=~= I quelqlle soit ;ZI € EI, telle que,

.... , I

P {~ l , pr! (A)} = P (.{1 :1 A) exceptant les points Zl appartenant a nne partie
Eo E BP'r l de PI I11CSUre nulle.

Ces definitions etant donnees on pent ennoncer le theorcnle suivant: (A) Soit
l'espace E, Ie clan T et la1n~stl.re P (A) deji11ie sus --1', deno1nbrablement additive

-I

Sit" la tribu prJ (BTl) €J1lelque soil 1£1 p. rIc K. Si I( = (0 > I , ... , n " .. ) et si
-1

qllelqllt soit Il E K, La tnesurt. C01u1itio-nnee P {;Z(O, r, .... n), prn + T (A)} est reguliere,
P (A) est ditwlJtbrablunent additive sur ~r.

DtMONSTI~ATION. - II sl.1ffit de Jl10ntrer que pour toute suite de parties
lio :::> H 1 :::> .•• :J lIn::> ..• appartenant au clan "'1', l'exlstence d'Ull nOlnbre positif r

satisfaisant les inegalitees P (I-Ii) ~ ,. pour i =; 0 , J " .• iUlpliquc l'existcnce d'un
elenlcnt Z appartel1allt ~\ rintersection des parties Hi. ()n pcut Sllpposer, et on va

--T

Ie faire dans ce qlli suit, que I·I i = pr(o, ... , i) (It) ou Hi E B1'{o, ... , i). Dcsignolls
par eli C\:"o " • " Xi) la fonction caracteristique tie Ft. Soit pour tout 1'1 E K,
P (Xl) , .•. , Xu , A) Ja fonctiona raide de laqueHe on. def1nit la reguJaritc de

-1

p {Z(o, .. " 'I) , prll -;-" (A)}. ()Jl a (les meSllres conditionnees etant regulieres la
formule se demontre aisenlent),

P(Hi)= /Po(dXo) /P(Xo,dX,) /···f P(X,,, x, , .. ',Xi-, ,dx.) C,(xo,x" .. ·,Xl)
X() Xl X:z Xl

(4) E, EI ~ BTI
) BT • T representent les espaces et les famiHes de parties introduites dans Ie

premier paragraphe; '{I representc I'element dans E' et ~ I'element dans E.
(5) Voil· aussi S. pp. 95-96. Ltl. notion de mesure conditionnee reguliere est due a Doob.
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•....- I

·OU Po (A) = P (pro (A)) pOUf A E B~ro. POSOllS pour tout 11 E K,

R (xQ )' • " Xu ) i) =

= rP (x. " . " X n , dx,,+.) r· .. rp (x. " . " Xi-·. , dXi) C, (xo " • " Xi

Xt'I+1 ~1/+2 "i
.......)1, ..... r

5i i = 1l + I , e t I{ ('''-0 , , X n , lI) = en (X0 , . . . ) x,,).
R (xo , .•• , X n , i) --- R (x() , ... , ~X"l , i I) quelque soi t t = Ii , 11

Evidenl111cnt
'-1- I et

(2. I)
I'I R (Xo " . " X rz + y , i) P (xo , •. " X" , dxnt- J ) :--::': R (xo " • " X1/, i)

Xni-I

51 t = 'll + J " . '. ()n a ..HISS}

,9

I Po (dxo ) R (:\:o , i) = P (f-L) (i = 0 , I " .. ) .

Nous allons dl'nl0ntrer maintenant qu'il existe llll:.l suite ~ --- {Xi} (i E K) appar­
tenant a E tel1e que quelq ue soit 1-1 ~;:.: 0 , I " •• et i .~ 11 on a l{ (3:0 " - -, X n , i) =:: r.

E . I' '1' . 1 C' (- - ) , \.J • C (- )... n parttcu ler,} s ensuIt a ors · ... i .:'.:0,"', Xi ::::::: r c est·_·a-utre ; X o ,"', Xi = I ;

donc ~ appartiellt ;\ \'intersection des parties Hi. ()n a R (.Yo, i) ~ H. (x o , i + r)
pour tout i == 0 , 1 " . '. Soit II (xo ,Ge) = linli R (xo ,i). l:n tenant compte des

. egalitees (2.2) on obtient

JPo (dxo) R (Xo, <Xl) := ,..
Xo

II s'ensuit qu'il existe Xo tel que l{ (xu, eX)) ~ r, donc tel que R (xo , i) === r quelquc
soit i ~"~ 0 , I " . '. Supposons rnainH.~nant qu'on a determine aussi ]es points
x\ " . " Xn (Xi E Xi) teis que R (x o " . " ,Xj, i)::::::'" r pour j = 0 " . ',11 et i ==== j.
Nous allons chcrcher un point :X:U + 1 E- X n +;, tel que R (xo " . " xtt + r ,i)~ 7' si
i = U + I " .. _Soit R (Xo ,' . " _'\'~J4-t , (X)) -=-= linli R (xo ,' • " X,.J+l , i). D'apres (2. I)

rP (xo " • " );'1' dXn-r') R (xu,, .. , x" ,Xn + r , ::X~l) :::::::- t.

Xn + 1

En raisonant comme plus haut on trouvera Ie xn + l cherch6. Ainsi on deternlinera
de proche en proche la suite ~. === {x,} (i E K).

Re1l1.arqu.e.c - Les fonctions l{ sont analogues aux [onctions \V et S de
S. Banach (6). Le theorenlc (A) peut etre utilise- dans la detennination de
certaines processus stochastiques ayant des probabilitees conditionn~es donnees

.(S, pp. 102-103).

3. On peut encore de111ontrer, par la methode preceden1cnt enlploye le
.theorenle suivant: (B) Soit respace E) Ie clan rr et .mil P (A) 1tlle lI"1eSllre dejinie

(6) 011 metUU1'fS i" independent fielils. «Studia Mathematica », Tom X ([ 948).
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-I

Sill' 'I' dll1olll./Jrablelneut additive sur ia tribu ptl (B'I~l) que/que soit Itt p. f. I c K.
-I

Sf quelqut soit Itl p. f. I c!( ct t E K --- I [((. iJU$urr:- condilioJll1ee P {ZI , /WI (A) }
est regulittrt't P ( A) est dblOlfibrablelnenl additi've Sill' T .

••..• 1

()bservons que si P (TI As) = II P (PI's (As)) Ull As =Xs s,luf pour un
s 1S 1\. 1 E l~

-l

nOlnbre fini J'indices s et A~ € 'f;. pour tout S, on peut prendre pour P {Zl ,pr! CA)}
-,-,

hel nu:sure P (prj (A)). Done Ie theoren1c cite dans le prellller p~ragraphe (OlTe-

spondant ~\ des pareilies mesures est un ens particulier du precedent.

4. Soit B la tribu de parties boreHennes de l'intcr\-alle (0 , I) et soh X un
espa~e, 1~ nne tribu de parties de X et Hf, (A) llne tnesure den0l11 brablenlcnt
additive sur F. L'espace de probabilite {X, F, 1ft} est appelee normal 5'i1 existe
nne tribu L C F strictement separa.ble tel tel que j) pour toute partie A eF on
pcut trouver tIne partieA J E L relic que At;:) A et 11; (At - A) = 0 iD it existe
une application biunivoque g (X) de X dans (0, J)L rnesurablc ct une partie

---'1

X o E· L de 111CSUre lluHe tdle que la fanlille de parties {g (A) ; l\ E B} cOIncide
avec 1. et g (X -._.--- X o ) E B. I../espnce de probabilite {.X , F , Ut} est ~lppelee slrictement
llormal si on pent prendre pour L 1;1 tribu F lui mcn1e. Soit malntcnant l'espace E,
1e clan T' et soh P (A) nne nlcsure dNinie sur "f, deoombrablclnent additive sur

-I

la tribu prl (BI"'I) quelque soit la panie finie I C !{. ()n a Ie theoreme sUlvant:
-[

(C) Sij que/qui soit S E K, l'cspace d~proba.bilile {Xi, 'I'~ , P (pr.~ (A)} est nor·mal,
P (A) est dblOmbrilblement additi've sur T. On peut obtenir la denlonstration de
ce tlH~oretne soit pa.r la t11cthode de J. L. Doob (5, pp. 9[-93) soh en utitisant
te theorenle (B) (7)~

.Re1narques. - La definition de nornlaHte donnce ci desslis est essentieJenlent
hI menlC que ceHe de Palll R. Halmos et John von NeUll'lanll (g). Elle a etl:
donnee de telle fa <;on, seulernent pour que Ie thl'oreme de KoJmogoroff soit un
cas particuHer d u theorerne (C).

Note ajfJuUe Ii ia ccn?cthm dts ipn~ut.·es (9 dicclnhre 1949').... Dnn~ h: memoire que y.)vais
d(~ d~aprcs « Math. Re\\".)) ct dontje viens cit: prendre conn;llssancc integralement d'apres un
tirage a part, est ~lnn()nCe un travail de "1M. Doob et Jessen con<.:ernanr les mesures sur Jes
espaces produit, ayant des mcsures cOllditionl1ces reglilieres.

(i) On suppose d'aoord les espuces {X:, ... } strictement normaux et on deduit Ie tht=orelue (C)
de ceilli de Kolomogoroff; on peut aussi observer que les hypotheses fahes impliquent h r~gularite

des rl.1csures conditionnces (voir aussi PAl.:L R. HAU.-rOS, Oil II /lJeo,.e.m of DieudomuL «( Proc. Nat.
Acad. U. S. A. )l. 35 (1) (r949) et par suite 011 pent dcduire Ie theoreme (C) du theoreme (B).
Les caS general (ou leg. e~pa..:es {X.c , •.. } sont nornlalt'~) se dcduit de celui-ci.

(8) Opua/(I7' mdhods in dassital meclumirs, II, «( Annals of Math.)), 4) (2) (942).
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