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ISTITUTO PER LE APPLICAZIONI DEL CALCOLO 

· Calcolo approssimato
per le soluzioni dei sistemi di equazioni lineari 

Nota cli GIANFRANCO CIMMINO (Napoli) 

Il prof. Gianfranco Cimmino е da considerarsi, anche, . uno dei fautori 
dell'Istituto per le Applicazioni del Calcolo al quale presto una assidua е 
pr·oficua орееа di assistenza dщante il periodo embrionale dell'Istituto 
stesso, teascorso а Napoli, nel GaЬinetto annesso а quella"Catted1·a di Cal­
colo infinitesiюale, dal 1928-VI aJ 1932-Х. Verso la fine di tale periodo il
prof. Cimmino escogito ·un metodo numerico di approssimazione delle solu­
zioni dei sistemi di equazioni lineari che egli mi ha richiamato alla memo­
ria in questi giorni in seguito alla pubЫicazione del dott. Cesari, recente­
mente appa1·sa ( cfr. la « Rice1·ca Scientifica », Serie II, Vol. I, n. 11-12, е 
la <( Rassegna delle Poste, dei Telegeafi е dei Telefoni », fasc. 4, 1937.), nella 
quale е data una sistemazione dei sopradetti metodi di calcolo che, pero,
nor;, contempla quello sop1·adetto del Cimmino, metodo che, secondo il mio 

avviso,· е degnissimo di essere tenuto presente nelle applicazioni е per la sua ·
g1·ande generalita · е ре1· la rapidita di calcolo nпmerico delle successive 

approssimazioni, ed, infine, per la sua assicurata_ conve1·genza che, in moJti 
casi, puo dare al metodo il necessai·io caeatte1·e di praticita. 

Ritengo, percio, utile рпЬЫiсаrе in qпesta Rivista la nota del p1•of. Cim­
mino relativa al sпо sopradetto metodo, nota che egli ha accondisceso а re­
•iigere ре1· mio insistente invito. 

1. POSIZIONE DEIJLE APPROSSIMAZIONI. 

(1) 

Sia dato il sistema di eqпazioni lineari 
11 

L ahk Xt = ьh ' 
k=l 

MAURO PICONE 

(h = 1, 2, ... , п). 

Pensiamo le (1) come equazioni di п iperpiani in S,. . Al fine di deter­
minare un punto О= �k comune ad essi, stabiliamo le seguenti app1·ossima­
zioni successfve. Ргеsо, come p1·ima appгossimazione, un pпnto arЬitгario

Ро - xt0> di s .. ' conside1·iamo н suo simmet1·ico 1·ispetto all'ipeгpiano (1), 
рег h = 1, 2, ... , п,

n 

L ahi х�0> 
-

Ьл 
(2) i=l 

n 
(h 1, 2, ... , п).

L 
i=l 
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е assumiamo, 
t·ta 'tive ai•Ьit1·aгie т1, т2, · · · т,. 

Fissiamo poi п qп_an i
. 

ро� = ж\1) il baricent1·0 del sistema formato 
conda appгoss1maz10ne 1 - k ' 

) come se 
·d· tamente negli п punti (2 

dalle п masse т h poste or ша 

( k = 1, 2, . · · , п ). 

{3v) 

n 

2 
L ал,
•=1 

le approssimazioni successive 

Jn genei·ale, consideriamo 

2
n 

L ?nh аы, 
h=l 

i 1 (k = 1, 2, . · · , п), 

n 

L ?nh 

h=l 

. h "li iperpiani (1) 
. lice osservazюne с е, se "' . . 

'с quali sono suggeг1te dalla serop 
·1 шtо р е "li п simmetr1c1 (2) sta-

b�nno un punto О= t;,k in comпne, 
_1 р� i·o in о О "'sicche il punto Р1 dato 

ranno su пnа medesi1:13-a ipeгsfeг
:e �

1 c
�e:ta ipersfeea, cioe dovra ave1·e dal 

d (3) dov1·a eadere шteгnamen . . 
q 

1· 11 del pпnto di partenza Ро'. а i distanza mшor·e с i qпе а_, . . 
pнnto ce1·cato О una 

d (3 ) cad1·a semp1·e рш v1c1no а О. 

е cosi il punto р v dato а v 

2. Слsо DELLA COЫPATIВILITA. 

, . . la caratteristica della matrice \\ ahk \\ 
Se il sistema (1) е compatibile е 

verso wna soluzione del 
. е d; 1,1,11,0 le х<У> Cf\n,,;•ergon.o, per· v -• оо'

С ma,ggior • , k 
. •t' d lla condizione che1nstema. . vidente la necess1 а е .. 

:Notiamo anzitutto come sia е . " io1·e di uno pe1·che, se gl1 iper·

la caratte1·istica della_ matrice \\ �hk � sia 
o:�;

g 
app1·ossim�ioni succes.si�e fo�-

·, . (1) coincidono ш un un1co, е _n 
р е il sпо simmet1·1co r1-

рыш . t ·1 punto d1 pai·tenza о 

niranno alternat1va�en е i 

spetto а quell'ipe1·p1ano. 
t olпzione del sistema (1). Le (3v) si possono 

Sia ога О = t;,k пn pun о, s 

dlшque scгivere 

2 
(3' V) " 

3 

i ] 

11 

2 
L a hi 
i=l 

• 
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Fissiamo poi n quantità positive arbitrarie m1 , m 2 , ••• m,. e assqmiamo, 
come seconda approssimazione P 1 - xk1>, il baricentro del sistema formato 
dalle 11, masse m h poste ordinatamente negli n punti (2) 

" 
'ahi xt ·- bh ,. L 

-,,- 2-- L mh ahk _i_=-1-- .. ----­ (k 1, 2, ... , n). 
h=I 

In generale, consideriamo le approssimazioni successive 

(3v) 

2 --- ' mh ahk -•-·=_I ______ _ 
n L n 

n 

(k=l, 2, ... , n), 
, h=l 
L mh 
h=l 

le quali sono suggerite dalla semplice osservazione che, se gli iperpiani (1) 
hanno un punto O = Ì;k in comune, il punto P 0 e gli n simmetrici (2) sta­
ranno su una medesima ipersfera di centro in O, sicchè il punto P 1 dato 
rla (31 ) dovrà cadere internamente a questa ipersfera, cioè dovrà avere dal 
punto cercato O una distanza minore di quella del punto di partenza P 0 , 

e così il punto Pv dato da (3y) cadrà sempre più vicino a O. 

2. CASO DEJLLA CO)JPATIBILITÀ. 

}Se il sistema (1) è compatibile e 1a caratteristi,cci della matrice Il a,.k Il 
è maggiore di itno, le a{"> C(ln,,;ergono, ver v -+ oo, verso u,na soluaione del 
,'listema. 

Notiamo anzitutto come sia evidente la necessità della condizione che 
la caratteristica della matrice Il ahk Il sia maggiore di uno, perchè, se gli iper­
pia,ni (1) coincidono in un unico, le nostre approssimazioni successive for­
niranno alternativamente il punto di partenza P 0 e il suo simmètrico ri­
spetto a quell'iperpiano. 

Sia ora O = /;k un punto, soluzione del sistema (1). Le (3v) si possono 
dunque scrivere 

n 

-n L ahi (<s-l) - Ed 

L m,. ahk i=l 

-n 
h=l 

L 
2 

a,.i 
i=l 

3 
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Quadrando e sommando rispetto a k da 1 ad n, indi facendo le posizioni 

n 

L ahi ai; 

!== l 
Ohl = •== 1 

Vtl 2 vl~l 2 
ahi a li 

otteniamo 

" " 
OP.2 = L (a:iy) - Ed= L (a:C•-ll _ Ed -k 

k=l k==l 
(5) 

n 

L ahi (x:•-1> - E.) 
4 n 11 

L ( <•-1) E k) L 
i==, 

X k mh ahk + n n 

L 11th 
k=l h==l 

L 
2 

ahi 

h==l i==l 

" 
L ahi (xt- 1> - Ei) 

4 n n 

L L i==l + ( . )' 11th ahk 
Il 

h~ 1nh 

k==l h==l 

L 
2 

ahi 

i== l 

" 
n L ali (a:~•-ll - E;) 

L i== 1 
1nz azk -

" l=l 

L 
2 

ali 

•== l 

n n 

=·op2 2 
L L 1nh 

2 2 
- 20hl f.h Xl ) - 1n1 (1..h + Zz •-1 (t m, )' 

h==l l=l 

onde, essendo le mk positive per ipotesi e I Ohi I < 1 in virtù di una nota di­
suguaglianza, si deduce che 

(6) Op 2 < OP2 
• •-1 

come era appunto da attendersi, per la considerazione geometrica premessa. 
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Vediamo ora quando è che nella (6) può ussistere il seano uguale. 
1,1tanto, poichè evidentemente 

329 

bisogner_à che I "/..t I sia indipendente da k. Detto e il suo valore, dalla (5) 
risulterà 

4 c2 
n n 

-2 I: I: (1 - I fh1 I) (8) OP! < OP-.-1 -

"'' )' 
mh m,. 

(" h=l l=l 

h=l 

Ma I ()h1 I può diventare = 1 soltanto se le a,.,, al¼, ..• , ahnrie cono propor­
zionali alle a1,, az. , ... , a1n, e ciò 11011 può verificar i per ogni coppia di in­
dici 71, l, poichè la matrice Il ahk Il è stata supposta di caratteri tica > 1. 
Dunque, perchè su ista il segno = in (6), bisogna che tutte le Ì..k siano zèro, 
ci.:>è le a: ~-.-ll devono, al pari delle ç,, verificare il si tema (1), e di con e-

guenza per (3-. ), le xt devono coincidere con le x~•-1> • 

Pertauto, escluso i] caso che, dppo un numero finito di approssima­
zioni, i trovi una . oluzione del sistema (nel qual caso tutte le sussegue.f!tii 
approssimazioni coincidono sempre con tale soluzione), varrà la (6), col 
segno <, per tutti i valori di v. 

uiò posto, poicbè dunque tutti i punti P-. stanno entro la fera di cen-
tro O e raagio OP O , il loro insieme ammette certamente un punto d'accu­
mulazione P = xk. Se diciamo P-.,-1 (s = 1, 2, ... ) una succe ione e tratta 
da quella dei punti P-. e convergente al pu,nto P _xk, i punti P-., (s = 1, 
2: .. . ) convergeranno pure, in forza di (3'-. ), e precisamente ver o il punto 
P* _ x: definito da 

Il 

(9) 
" L ah, (x, - ~i) 

2 
L i=l ?nh ahk_ 

n Il 

L 
h=l 2 1nh L ahi 

h=l i=l 

Ragionando ulla (9) come prima abbiamo fatto sulla (3' v ), vediamo 
che, se Xk ·non fo se una soluzione del i tema (1), dovrebbe essere UP*< OP, 

e quindi, non appenar ed siano abba tanza grandi, anche OPvr < nP-.,-1, 

giacchè Pvr P*, P.,,-1 P. Ma ciò è impo ibile, perchè quando r = s - 1, 

i ha Vr = 11,-1 ~ v, - 1. e-quindi OP.,r ~ OPv, - 1, in ba e a (6). 
Pertanto P = xk " neces ariamente una oluzione del i tema (1). E 

allo1·a per quanto abbiamo provato, la distanza PP., sarà decrescente al 
ere r;er di v; e poichè appiamo che esiste una ucce sione e tratta da queUa 
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dei punti P v che ha per punto limite P, concludiamo che P è anche l'unico 
punto limite della successione di punti P,, . 

3. CASO DELLA INCOMPATIBILITÀ. 

Le a,pprossimazioni successive (3v) corwergono anohe quando il sistema 
(1) non è compatibile, pitrchè la caratteristica di Il ahk Il sia, > 1. 

Ciò risulta dall'osservazione che, per la validità del ragionamento del 
numero prec., non è necessario che il punto O - ~k sia una solil'zione del 
sistema (1), basta bensì che sia 

n 

L ahi Ei - b,. 
n 

{l()) L 
i=l O, (k 1, 2, ... , n); m,. ahk -

n 
h=l L 2 

a,.; 

i=l 

ora noi mostreremo come questo sistema ammetta sempre soluzione, anche 
quando le (11) sono incompatibili. · 

Supponiamo dunque che il determinante A = [ ahk [ sia eguale a zero e 
che sia diverso da zer() il minore A P formato con le prime p linee ~ p co­
lorme. Esisteranno allora dei Dumeri A,j (i = 1, 2, ... , n - p; j = 1, 
2·, ... , r;;, per cui 

p 

(11) ah1c - L À1c-p, j ahj , 

j=l 

(h = 1, 2, ... , n; k = p + 1, p + 2, ... , n), 

e d'altra parte, delle equazioni (10) le ultime n - p saranno conseguenza 
delle prime p. 

Consideriamo quindi le (10) soltanto per k = 1, 2, ... , p e sostituiamo 
al posto delle ahk con k > p le sommatorie (11). Introducendo inoltre le 
nuove incognite ah definite da 

(12) 
n-p 

ah - xh + L Àih Xp+i , 

i=l 

il Gistema (10) diventerà 

n 

n L a,.j cr3 - bh. 

(13) L 'lnh ahk 
i=l -

11 
11=1 

L 
2 

a"' 
;=1 

(h 1, 2, ... , p), 

o 
' 

(k 1, 2, ... , p). 

Questo, pensato come un sistema di p equazioni nelle p incognite r; i , è 
certamente risolubile, perchè il determinante dei coefficienti è 
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2 

n 11th 
TI 

h=l " 
L 

2 
ahi 

i,=J 

e quindi positivo, avendosi, per ipotesi, Ap :t O. 
Ricavate le 11j dalle (13), cerchiamo di determinare V quantità tl' t,i' 

.... , tp , in modo tale che le mh definite da 

(14) 
p 

xh = x~> + L akh tk , 

k=l 

( h = 1, 2, ... , n ), 

messe al posto delle ~h nelle (10), le rendano soddisfatte. Affinchè ciò av­
venga, essendo le oh soluzioni di (13), basta che valgano le (12). Ora le (12), 
per (14) e (11), diventano 

(1;:i) 

(O) 
Xh + 

X(O) + 
h 

11 

L akh 

k=l 

n,-.p 

tk + L 
i=l 

11 n-11 

L 

11 p llr-1) 

À.;h L L À,; akj t~ + L À.ih 
10) 

xP+i ' k=l i=l •=1 

(h = 1, 2, ... , p), 

e questo è un sistema di p equazioni nelle p incognite tk , col determinante 

P n-11 

L À.,h Àij akj I - I akj I . I ajh + L Àij Àih I ' 
i=l i=l 

( •• k, 
o' se j * :) j = 1, 2 ' ' p; Ojh 

- 1 ' se j -
certamente diverso da zero. 

4. :MAGGIORAZIONE DELL'ERRORE. 

Supponiamo ora che il determinante A = I ahk I sia diverso da zero, e 
mostriamo come si possa facilmente conseguire una formola di maggiora­
zione dell'errore commesso alla v- -esima approssimazione in rapporto allo 
errore iniziale. 
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Riprendiamo la (5), osservando che l'espressione 

2 
7l, 71 

L mh 'ln1 (z: + z: - 2 o hl '/..h X i) ' 

(16) /1=1 l=l 

essendovi, nel caso attuale, una sola soluzione del sistema (1), può annul­
larsi .soltanto a patto che siano tutte zero le differenze m~v-l> - ~k- La (16) è 

quindi una forma quadratica definita positiva nelle m~-t> - ~" . Detta Q la 
sua più piccola radice caratteristica, sarà allora, in base a (15), 

(17) 

(18) 

-2 -2 . -2 
OP v < (1 - p) OP v-l < (1 - p)v OP 0 

Allo stesso modo si riconosce che 

·--2 =---. 
P., P.,-1 ::;; (l - p) Pv-1 P~-2 , 

onde, più rapidamente che nel n.° 2, ma nell'ipotesi restrittiva I A I =I: O, 
discende la convergenza della sucéessione di punti P v • • 

5. ESTENSIONE ALLE EQUAZIONI INTEGRALI. 

L'es~ensione formale del metodo di approssimazioni successive del nu­
mero.1 al caso di una equazione integrale di prima specie è immediata. Data 
l"rq~azione 

(J9) (ab A j, (m, y) cp (y) dy = f (m), 

porremo, partendo da una funzione cp0 (m), scelta a piacere come prima 
aj)prossimazione, e indicando con m, (m) una funzione pe o sempre positiva, 

(20) 

--fab-2--Jb m (s) A (s, m) 
J, m (s) ds 

cp v-1 (x) -

!ab 
A (s, t) cpv-1 (t) dt - f (s) 

!.ab 
A.2 (s, -t) dt 

ds . 

Ammessa l'esistenza di una soluzione g (m) di (19) e facendo le posi­
zioni_. analoghe alle ( 4), 

Z (s) 
1: A (s, t) [ cp.,_1 (t) - g (t)] dt 

.r: A.2 (s, t) dt 
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O (r, s) 
J: A (r, x) A (s, x) dx 

V .r: A.2 (r, t) dt V .r: A.2 (s, t) dt 

si trova 

J"b Jb a [ <p., (x) - g (x) ] 2 dx = a [ IPv-1 (x) -'- g (x) ] 2 dx -

b 2 
2 Jb Jb m (r) m (s) [z2 (r) + yf (s) - 2 O (r, s) l.. (r) l.. (s)] drds , 

(.fa m (s) ds) a a 

dove, se A (a:, y) non è il prodotto di una funzione di :sola a: per una fun­
zione di sola y, l'integrale doppio può annullarsi soltanto a patto che X (s) 
sia identicamente zero, e se, più particolarmente, il nucleo A (a:, y) è chiuso, 
può annullarsi solo se IPv-1 (t) - g (t) = O. 

Ne segue, in quest'ultima ipotesi, che il nucleo simmetrico 

2 ib Jb [ A (r, x) A ('>', y) 
-(J_a_b_m-(t_)_d_t~y- a m (r) m (s) .r: .A_2 (r, t) dt 

+ 

+ 
A (s, x) A (s, y) 2 Il ( ) A (i·, x) A (s, y) ] 

--,-e------'---- - u r, s ---------------

1: A2 (s, t) dt V .r: .A_2 (r, t) dt V 1: A.2 (s, t) dt 
drds 

' . 
è definitivo positivo e, detto Q il suo più piccolo autovalore, riesce (in ana­
logia a (18) ) 

.r: [ IPv (a:) -:- IPv-1 (x) ] 2 d,x < ( 1 - p) J: [ IPv-1 (x) - IPv-2 (x) ] 2 dx, 

onde discende in ogni caso la convergenza in media delle c.pv (x), e inoltre 
{in analogia a (17) ) 

.r: [ <p., (x) - g (x) ) 2 dx < (l - p)v 1: [ <p0 (x) - g (x)] 2 dx, 

-0nde risulta che, supposta l'esistenza della soluzione g (x), le c.p., (x) con­
vergeranno in media proprio verso di essa. 




