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MATHEMATIQUES

SUR QUELQUES MODIFICATIONS DE L’INEGALITE DE
TCHEBYCHEFF

Par S. BERNSTEIN, de 1’Académie

Soient Zyy 23y :-es Zn uNe su?t-.e de grandeurs aléatoires telles que
]’espérance mathématique conditionnelle IR (2i+1) =0, quelles que soient
les valeurs des grandeurs antérieures z, 2y, ..., Zi, Dans ces conditions

n

n
. . : W\ S
]a dispersion de la somme Ez,» est égale a B, = 2‘ Bi, ou Bi = M4l
i=1 i=1
On peut démontrer les propositions suivantes au sujet des sommes

de ces grandeurs z;,
Théoréme 1. La probabilité que toutes les inégalités

2,429+ -+ 2| <tV Bn (i=1,2,...,n), (1)

seront réalisées simultanément est superieure a 1—=.

Je ne m’arréterai pas sur la démonstration de ce théoréme présentant
une généralisation directe de 1’inégalité classique de Tchebycheff, car
celle-ci est plus simple et entiérement analogue 4 la démonstration du

théoréme suivant qui correspond a une des modifications de 1’inégalité
mentionnée que j’ai donnée autrefois.

Théoréme I1. Soit Bk,h—1=§m(k_1)2§ la dispersion conditionnelle
de 2y, lorsque z,, Zg, -, Zh—t SONL données; soit

_3.____"""‘1 < Rk . (2)

Br

8"l existe un nombre H tel que

Moy 2o < it HI-2 1! 3)

la probabilité P de la réalisation simultanée de toutes les inégalités

z1+z2+...+zi<2tl/22: (4)

est supérieure a 1 — e—t*, pourvu que 0 <t < ‘-/Tﬁn—, ot By= X Rif.



En effet, soit ¢ > 0 et soit Q; la probabilité de 1a réalisation i
tanée de 1’inégalité mu]

PRICRT PR N

(5)
avec les inégalités
ettt & L (k<) (6)
de sorte que
n
Q= E Qi (7)

=

L

représente la probabilité qu’il y aura au moins une valeur i<n pour
laquelle 1’inégalité (5) sera réalisée.

Soit
P = S)R(e ¢(n+7.+---+1n)) (8)

. i (i : . .
et soient 27, 29, ..., 29 une certaine succession de valeurs de 24,25...,3;

satisfaisant aux inégalités (5) et (6); dans ces conditions les termes
correspondants de I peuvent 8tre mis sous la forme

W4z 4 .., +2¢ ;
pi 6‘(1" +2{H 4 +z:)) m(i) et(z,“-}- ...+z,,),

ou p; est la probabilité des égalités z, = z(?, Zq = z(i.-), veey Bi 2 z(? tan-

dis que 1’espérance mathématique conditionnelle
%(i) 35(71'+x+ e t+2y) = 1

a cause de 1’inégalité évidente
2 Pk 6%2 1

qui a lieu toutes les fois que EPh =1, 2 Prop =0, P, =0.
Donc en faisant la somme I() de tous ces termes, en remarquant que
2 pi = Q1, nous avons a cause de (5):

1% = LQ(’
d’ou
I1=X10>LY0: =LY,
i=1{ i=1
ou bien
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p’autre part, on a

[= o}
M1 eri=1 L e
+ 9 B‘,i-i + 12‘ “5))2(,-_1)25
=3

ot en tenant compte de (3)

Ma-ne<1+ Bii- A\ -2
B e 2 (eH) " <1422 iy < e, (10)
en supposant que

eH < .
2 (11)

Ainsi, on a a cause de (2)
Mi—1) €47 < e Ridi,

d’ou il résulte que

Par conséquent, nous tirons de (9) que

el'B’.

Qs == (13)

ou Q est la probabilité qu’il y aura au moins une valeur de 1 < r pour
laquelle

€z + 22+ - T2)= log L. (14)

Or, si 1’on pose

log L=1t+4 52B1;,

les inégalités (14) prennent la forme:

’ ’
zl+z,+...+zi>t—£~+eBn, (15)
et la probabilité correspondante Q satisfait a 1’inégalité
(16)

Q<e .

En particulier, en posant & =__th [il suffit pour satisfaire a (11) de

prendre tgl/o——g"] nous arrivons & 1’affirmation du théoréme.
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L : t & 1extens;
duit immédiatemen $ion
, théoréme 11 con _ aux grandeurs aléatoi.

Observons 1“6 1('Jthme itérén (pour Bn—> ) ondangt de «la loi:lto1
4 o 101d d‘: 05?1?’3’ 'fignrent; 1’6noncé cOrresp -
res dépendantes U .

y @2 : _» 1 pour n= . dificati
n transior: ToF, 1ven , e " !
1»in?galit.é. de Tchebycheff qui %e(‘ht;g;(cheff et sur 1’évaluation de 1’ap-

modification de ll’i';égali,tii ?12 Laplace'* et dans mon cours du caley]
: : de la formult
proximation

babilités.
des pro Manuscrit regn
le 14.X1. 1937,

* Vuenole 3anuCKU HAYYHO-MCCTEAOBATENRCKIX Kadenp Vipaunn, Oraed mareMaTh
uyecKu#t (1924).
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