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CS485/685
Lecture 21: March 20, 2012

Nearest neighbor analysis

[BDSS] Chapter 9
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Nearest Neighbor Recap
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Analysis Challenge

• How can we analyze nearest neighbor rules?

– They don’t have a well defined hypothesis space
• # of hypotheses grows with the amount of data

• Can’t determine VC dimension

• Non‐parametric method

– What is the learning bias?
• No prior, no penalty term, no regularization…

• Does this contradict the no‐free lunch theorem?
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Learning Bias

• Let ߟ be the underlying stochastic labeling function:
ߟ ݔ ൌ Pr	ሺܻ ൌ 1|ܺ ൌ ሻݔ

• Nearest neighbor works well when labeling function 
	ߟ is ࢉ‐Lipschitz (smooth)

∃ܿ ൐ ,ݔ∀ ,0 	ᇱݔ ߟ ݔ െ ߟ ᇱݔ ൑ ܿ ݔ െ ᇱݔ
ଶ

• When two inputs are near each other, their labeling 
distributions are similar
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Generalization Bound

• Lemma: Let ܦ be a distribution over Ը ൈ ሼ0,1ሽ and 
assume ߟ is ܿ‐Lipschitz.  Let ܵ be a sample of size ܰ
and ݄ௌ be its corresponding 1‐NN rule.  Then

ௌܧ ஽ܮ ݄ௌ ൑ ஽ܮ2 ݄∗ ൅ ௑,ௌܧ	ܿ ܺ െ గభݔ ௑
ଶ

where ݄∗ is the hypothesis with minimum loss

ଵሺܺሻߨ is the nearest neighbor of ܺ in ܵ
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Bayes Optimal Classifier

• Suppose you know the underlying distribution ܦ and 
the underlying labeling function ߟ

• Then the hypothesis with minimum loss (a.k.a. Bayes 
Optimal Classifier) is

݄∗ ൌ ஽ሺ݄ሻܮ	௛݊݅݉݃ݎܽ

݄∗ ݔ ൌ ൜
1 ߟ ݔ ൐ 0.5
0 ߟ ݔ ൑ 0.5

• The minimum loss is:
஽ܮ ݄∗ ൌ ௑ሾminܧ ߟ ܺ , 1 െ ߟ ܺ ሿ

൒ ௑ܧ ߟ ܺ 1 െ ߟ ܺ
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Proof of Generalization Bound

• Consider the probability of sampling different labels 
for ݔ and ݔ′.

Pr
௒~ఎ ௫ ,௒ᇲ~ఎ ௫ᇲ

ܻ ് ܻᇱ

ൌ ߟ ᇱݔ 1 െ ߟ ݔ ൅ 1 െ ߟ ᇱݔ ሻݔሺߟ

ൌ ߟ ᇱݔ െ ߟ2 ݔ ߟ ᇱݔ ൅ ሻݔሺߟ

ൌ ߟ2 ݔ 1 െ ߟ ݔ ൅ ߟ ᇱݔ െ ሻݔሺߟ

൑ ߟ2 ݔ 1 െ ߟ ݔ ൅ ܿ ݔ െ ᇱݔ
ଶ
(ܿ‐Lipschitz property)
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Proof of Generalization Bound

• Consider the expected error of the 1‐NN rule

ௌܧ ஽ܮ ݄௦
ൌ ,ௌܧ ௑,௒ ሾܻ ് గܻభ ௑ ሿ (by definition)

൑ ,ௌܧ ௑,௒ ߟ2 ܺ 1 െ ߟ ܺ ൅ ܿ ܺ െ గభݔ ௑
ଶ

(prev slide)

ൌ ௑ܧ2 ߟ ܺ 1 െ ߟ ܺ ൅ ௌ,௑ܧܿ ܺ െ గభݔ ௑
ଶ

൑ ஽ܮ2 ݄∗ ൅ ௌ,௑ܧܿ ܺ െ గభݔ ௑
ଶ

(Bayes optimal rule)
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1‐NN Generalization Bound

• In the limit 

i.e. as ܰ → ∞ then  ܺ െ గభݔ ௑
ଶ
→ 0

the error of the 1‐NN rule is at most twice 

the minimum error.

• When ܰ is finite, how do we bound  ܺ െ గభݔ ௑
ଶ
?
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Nearest neighbor distance bound

• Lemma: For a sample ܵ of ܰ inputs in  0,1 ௗ, we 
have that 

௑,ௌܧ ܺ െ గభݔ ௑
ଶ
	൑ 4 ݀ܰି

ଵ
ௗାଵ
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Cover Set

• Consider a set of hypercubes of length ߳ that 
covers the input space  0,1 ௗ
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Distance Bound

• Consider two cases:

1. There is a neighbour in same hypercube

ܺ െ గభݔ ௑
ଶ
൑ ߳ ݀

2. All neighbours in different hypercubes

ܺ െ గభݔ ௑
ଶ
൑ ݀
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Bound Probability of 
different hypercubes

• Lemma: Let ܥଵ, ܥଶ, …, ܥ௥ be ݎ hypercubes and ܵ be a 
sequence of ܰ input points sampled i.i.d. from ܦ௑.  
Then

ௌܧ Pr ራ ௜ܥ
௜:஼೔⋂ௌୀ∅

	 ൑
ݎ
ܰ݁
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Proof

ௌܧ Pr ⋃ ∅௜௜:஼೔⋂ௌୀܥ 	

൑ ௌܧ ∑ Pr	ሺܥ௜ሻ௜:஼೔⋂ௌୀ∅

ൌ ∑ Pr ௜ܥ ௜ܥሺߜௌሾܧ ∩ ܵ ൌ ∅ሻ௥
௜ୀଵ ሿ

ൌ ∑ Pr ௜ܥ Pr ௜ܥ ∩ ܵ ൌ ∅௥
௜ୀଵ

ൌ ∑ Pr ௜ܥ 1 െ Pr ௜ܥ ே௥
௜ୀଵ

൑ ∑ Pr ௜ܥ ݁ି ୔୰ ஼೔ ே	௥
௜ୀଵ

൑
௥

ே௘
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Expected Distance Bound

௑,ௌܧ ܺ െ గభݔ ௑
ଶ

൑ ௌܧ Pr ⋃ ∅௜௜:஼೔⋂ௌୀܥ ݀ ൅ Pr ⋃ ∅௜௜:஼೔⋂ௌஷܥ 	 ߳ ݀

൑ ݀ ௥

ே௘
൅ ߳

…

൑ 4 ݀ܰି
భ

೏శభ

൑
ݎ
ܰ݁ ൑ 1
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1‐NN Generalization Bound

Theorem: Let ݄௦ denote the result of applying 
the 1‐NN rule to a sample ܵ.  Then

ௌܧ ஽ܮ ݄ௌ ൑ ஽ܮ2 ݄∗ ൅ 4ܿ ݀ܰି భ
೏శభ

Proof: combine previous lemmas
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