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CS485/685
Lecture 14: Feb 16, 2012

HMMs continued

[B] Sections 13.1‐13.2
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Case study: actigraphy

• Task: infer periods of rest vs activity from 
accelerometer data

ankle

wrist
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Sleep Detection

• Simple thresholding approach

Sleep Onset

Disturbed sleep

Wake Time
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Alternative: HMM model

• Segment data into short periods of time (e.g., 1 min)

• Monitoring: probability of sleep in each segment
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Parameterization

• Class: ܻ
• Measurement: ܺ

– Features: ߶ ܺ

• 	Initial distribution:  Pr ଴ܻ

• Transition dist: Pr	ሺ ௧ܻ| ௧ܻିଵሻ
• Emission dist: Pr	ሺܺ௧| ௧ܻሻ
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Monitoring

• Suppose we observe the following sequence of 
features:  ଵܺ..ଷ ൌ ሺ3.5, 0.5,0.7ሻ

• What is the probability of  ௧ܻ ൌ ݌݈݁݁ݏ at each time 
step?

• Forward algorithm: iterate

Pr ௜ݕ ଵ..௜ݔ ∝ Pr ௜ݔ ௜ݕ ∑ Pr ௜ݕ ௜ିଵݕ Pr	ሺݕ௜ିଵ|ݔଵ..௜ିଵሻ௬೔షభ
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Example
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Most likely explanation

• In actigraphy, we are not interested in estimating the 
probability of sleep at each time step in isolation 

• Instead, we want the most likely explanation (i.e., 
sequence of classes) of the measurements

ଵ..௧ሻݔ|଴..௧ݕሺ	Pr	௬బ,…,௬೟ݔܽ݉݃ݎܽ

• Viterbi algorithm: iterate

max
௬బ..೔

Pr	ሺݕ଴..௜ାଵ|ݔ଴..௜ሻ ∝

max
௬೔

Pr ௜ାଵݕ ௜ݕ Pr ௜ݔ ௜ݕ max
௬బ..೔షభ

Pr	ሺݕ଴..௜|ݔ଴..௜ିଵሻ
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Example
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Parameter Learning

• Parameters:

– Initial distribution: Pr ଴ܻ ൌ ݕ ൌ ௬݌
– Transition distribution: Pr ௜ܻ ൌ ݕ ௜ܻିଵ ൌ ݕ ൌ ௬|௬݌

Pr ௜ܻ ൌ ݕ ௜ܻିଵ ൌ ݕ~ ൌ ௬|~௬݌
– Emission distribution: 

• Multinomial: Pr ௜ܺ ൌ ݔ ௜ܻ ൌ ݕ ൌ ௫|௬݌
Pr ௜ܺ ൌ ݔ ௜ܻ ൌ ݕ~ ൌ ௫|~௬݌

• Gaussian: Pr ௜ܺ ൌ ݔ ௜ܻ ൌ ݕ ൌ ܰሺߤ௬, ௬ሻߪ

Pr ௜ܺ ൌ ݔ ௜ܻ ൌ ݕ ൌ ܰሺߤ~௬, ௬ሻ~ߪ
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Maximum Likelihood

• Supervised Learning: ܻ’s are known

• Objective: ܽݔܽ݉݃ݎ௣௔௥௔௠ Pr ଴ܻ..௧, ଵܺ..௧ ݉ܽݎܽ݌

• Derivation:

– Set derivative to 0

– Isolate parameters
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Multinomial emissions

• Let #ݕ଴ be # of times that process starts in ݕ଴
• Let # ,′ݕ ݕ be # of times that ݕ′ follows ݕ
• Let #ሺݔ, ሻݕ be # of times that ݔ occurs with ݕ

• Prሺ ଴ܻ..௧, ଵܺ..௧ሻ
ൌ Pr ଴ܻ ∏ Pr ௜ܻ ௜ܻିଵ Pr	ሺ ௜ܺ| ௜ܻሻ

௧
௜ୀଵ

ൌ ௬బ݌
#௬బ 1 െ ௬బ݌

#~௬బ݌௬|௬
#ሺ௬,௬ሻ 1 െ ௬|௬݌

# ~௬,௬

௬|~௬݌
#ሺ௬,~௬ሻ 1 െ ௬|~௬݌

# ~௬,~௬
௫|௬݌
	# ௫,௬ 1 െ ௫|௬݌

#ሺ~௫,௬ሻ	

௫|~௬݌
	# ௫,~௬ 1 െ ௫|~௬݌

#ሺ~௫,~௬ሻ
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Multinomial emissions

• ,଴..௧ݕሺ	Pr	௣௔௥௔௠௦ݔܽ݉݃ݎܽ ሻݏ݉ܽݎܽ݌|ଵ..௧ݔ

⟹

௬బ݌௣೤బݔܽ݉݃ݎܽ
#௬బ 1 െ ௬బ݌

#~௬బ																				

௬|௬݌௣೤|೤ݔܽ݉݃ݎܽ
#ሺ௬,௬ሻ 1 െ ௬|௬݌

#ሺ~௬,௬ሻ
									

௬|~௬݌௣೤|~೤ݔܽ݉݃ݎܽ
#ሺ௬,~௬ሻ 1 െ ௬|~௬݌

#ሺ~௬,~௬ሻ

௫|௬݌௣ೣ|೤ݔܽ݉݃ݎܽ
#ሺ௫,௬ሻ 1 െ ௫|௬݌

#ሺ~௫,௬ሻ
										

௫|~௬݌௣ೣ|~೤ݔܽ݉݃ݎܽ
#ሺ௫,~௬ሻ 1 െ ௫|~௬݌

#ሺ~௫,~௬ሻ
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Multinomial emissions

• Optimization problem:  

max
௣ೌ

௔#௔݌ 1 െ ௔݌ #~௔

⟹ max
௣ೌ

#ܽ	log	ሺ݌௔ሻ ൅ #~ܽ log	ሺ1 െ ௔ሻ݌

• Set derivative to 0:

0 ൌ
#௔

௣ೌ
െ

#~௔

ଵି௣ೌ

⟹ ሺ1 െ ܽ#௔ሻ݌ ൌ ௔ሺ#~ܽሻ݌

⟹ ௔݌ ൌ
#௔

#௔ା#~௔
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Relative Frequency Counts

• Maximum likelihood solution

௬బ݌ ൌ ଴ݕ#଴/ሺݕ# ൅ ଴ሻݕ~#

௬|௬݌ ൌ #ሺݕ, ,ݕሻ/ሺ#ሺݕ ሻݕ ൅ #ሺ~ݕ, ሻሻݕ

௬|~௬݌ ൌ #ሺݕ, ,ݕሻ/ሺ#ሺݕ~ ሻݕ~ ൅ #ሺ~ݕ~,ݕሻሻ

௫|௬݌ ൌ #ሺݔ, ,ݔሻ/ሺ#ሺݕ ሻݕ ൅ #ሺ~ݔ, ሻሻݕ

௫|~௬݌ ൌ #ሺݔ, ,ݔሻ/ሺ#ሺݕ~ ሻݕ~ ൅ #ሺ~ݕ~,ݔሻሻ
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Gaussian Emissions

• Maximum likelihood solution

௬బ݌ ൌ ଴ݕ#଴/ሺݕ# ൅ ଴ሻݕ~#

௬|௬݌ ൌ #ሺݕ, ,ݕሻ/ሺ#ሺݕ ሻݕ ൅ #ሺ~ݕ, ሻሻݕ

௬|~௬݌ ൌ #ሺݕ, ,ݕሻ/ሺ#ሺݕ~ ሻݕ~ ൅ #ሺ~ݕ~,ݕሻሻ

௬ߤ ൌ
ଵ

௧
∑ ௜ሼ௜|௒೔ୀ௬ሽݔ ௬ଶߪ	, ൌ

ଵ

௧
∑ ௜ݔ െ ௬ߤ

ଶ
௜ ௒೔ୀ௬

௬~ߤ ൌ
ଵ

௧
∑ ௜ሼ௜|௒೔ୀ~௬ሽݔ ௬ଶ~ߪ	, ൌ ଵ

௧
∑ ௜ݔ െ ௬~ߤ

ଶ
௜ ௒೔ୀ~௬
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