
CS475 / CS675
Lecture 13: June 14, 2016

Singular Value Decomposition
Conditioning

Reading: [TB] Chapters 4, 12
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Singular Value Decomposition

• A third method to solve least square problems:
– Singular Value Decomposition (SVD)

• Idea: compute 
– Picture:

– Where  , have orthonormal cols and Σ
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Singular Value Decomposition

• Geometry:
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Singular Value Decomposition

•

•
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Singular Value Decomposition

• Normal equations view:
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Conditioning

• Def: Conditioning refers to the perturbation behavior 
of a mathematical problem

• Consider a problem 
– Well‐conditioned: small changes in  → small changes in 
– Ill‐conditioned: small changes in  → large changes in 

• Picture:
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Condition number

• Let  denote a small perturbation of 
• Let 

• Absolute condition number: 

• Relative condition number: 

• Well‐conditioned: small 
• Ill‐conditioned: large 
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Conditioning of Matrix‐Vector 
Multiplication

• Let 

• Then 

Recall the matrix norm: 
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Condition number of a matrix

• Let  be the condition number of matrix 
– Def: largest condition number achieved by multiplying 
some vector  by A

• Hence 
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Condition number of a matrix

• For Euclidean norm:

(when  is rectangular)

where  largest singular value 
and  smallest singular value
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Conditioning of LS problems

• Theorem: Suppose  has full rank and that 
minimizes  . Let  . 

Let  minimizes  . 

Assume 

Then 

where  , 
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Conditioning of LS problems

• Recall 

• Notes
– If  0, then  2
– If 0 , then  is much larger due to 

– If  , then  ∞ even if  is small
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Stability of LS algorithms

• Recall
– Normal equations:  ⟹
– QR factorization:  ⟹
– SVD:  Σ ⟹

• Notes
1. Normal equations: 

⟹

2. If  ≪ , then 

3. SVD is most stable and most expensive
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Eigenvalue Problems

• Def: Let  .  A nonzero vector  is an 
eigenvector and  is its corresponding 
eigenvalue if 

• If  is an eigenvector, then  (s.t. ) is also an 
eigenvector
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Eigenvalue Problems

• Def: The set  is an eigenvalue of  is 
the spectrum of  .

• An eigen decomposition of  is: 
where

CS475/CS675 (c) 2016 P. Poupart & J. Wan 15



Characteristic Polynomial

• Def: The characteristic polynomial of  ,  , is the 
degree  polynomial defined by

• Theorem: is an eigenvalue of  iff
• Proof: is an eigenvalue

for some 
is singular
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Characteristic Polynomial

1. By the fundamental theorem of algebra,  has 
(complex) roots.  So  has  (complex) eigenvalues

2. Given a monic polynomial of degree  ,
⋯

Consider 

Then Λ roots	of	
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Characteristic Polynomial

3. No analytic formula for roots of polynomial of 
degree  5

 Numerical approximation: eigen decomposition 
techniques
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