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CS475 / CM375
Lecture 24: Dec 1, 2011

Conjugate gradient convergence
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Minimization formulation

• Recall: ܨ ݔ ≡
ଵ

ଶ
ݔܣ்ݔ െ ݔ்ܾ

∗ݔ ൌ ௫݊݅݉݃ݎܽ ሻݔሺܨ ⟹ ∗ݔܣ ൌ ܾ

• At iteration k
ܨ ௞ݔ ൌ min ܨ ଴ݔ ൅ ∑ ௜݌௜ߙ

௞ିଵ
௜ୀ଴ : ,଴ߙ … , ௞ିଵߙ ∈ Ը

ܨ ௞ݔ െ ܨ ݔ ൌ min ܨ ଴ݔ ൅ ∑ ௜݌௜ߙ
௞ିଵ
௜ୀ଴ െ ܨ ݔ : ,଴ߙ … , ௞ିଵߙ ∈ Ը
⋮

Algebra  ܨ ݕ െ ܨ ݔ ൌ ଵ

ଶ
ݕ െ ݔ

஺

ଶ

⋮

ଵ

ଶ
௞ݔ െ ݔ

஺

ଶ
ൌ min ଵ

ଶ
݁଴ ൅ ∑ ௜݌௜ߙ

௞ିଵ
௜ୀ଴

஺

ଶ
: ,଴ߙ … , ௞ିଵߙ ∈ Ը
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Error Characterization

• Characterization of the error ݁௞ at step ݇:

• Let ݁௞ ൌ ௞ݔ െ Then  .ݔ

݁௞
஺
ൌ min ݁଴ ൅ ∑ ௜݌௜ߙ

௞ିଵ
௜ୀ଴

஺
: ,଴ߙ … , ௞ିଵߙ ∈ Ը

ൌ min ݁଴ ൅ ∑ ଴ݎ௜ܣ௜ߛ
௞ିଵ
௜ୀ଴

஺
: ,଴ߛ … , ௞ିଵߛ ∈ Ը

(since ݊ܽ݌ݏ …,଴݌ , ௞ିଵ݌ ൌ ,଴ݎሼ݊ܽ݌ݏ … , (଴ሽݎ௞ିଵܣ
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Error determined by Polynomial

• Let ܳ௞ିଵ ݔ ൌ ଴ߛ ൅ ݔଵߛ ൅⋯൅  ௞ିଵ.  Thenݔ௞ିଵߛ
ܳ௞ିଵ ܣ ൌ ଴ߛ ൅ ܣଵߛ ൅⋯൅ ௞ିଵܣ௞ିଵߛ ൌ ∑ ௜ܣ௜ߛ

௞ିଵ
௜ୀ଴

• Rewrite error as a function of the ܳ௞ିଵ polynomial

݁଴ ൅ ∑ ଴ݎ௜ܣ௜ߛ
௞ିଵ
௜ୀ଴ ൌ ݁଴ ൅ ܳ௞ିଵ ܣ ଴ݎ

ൌ ݁଴ ൅ ܳ௞ିଵ ܣ ଴݁ܣ (2)

ൌ ܫ ൅ ܳ௞ିଵ ܣ ܣ ݁଴

For (2): ݎ଴ ൌ ܾ െ ଴ݔܣ ൌ ܣ ݔ െ ଴ݔ ൌ ଴݁ܣ
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Error Determined by Polynomial

• Let  ௞ܲ ݔ ൌ 1 ൅ ܳ௞ିଵ ݔ  Then .ݔ ௞ܲ 0 ൌ 1,
deg ௞ܲ ൑ ݇ and	݁଴ ൅ ∑ ଴ݎ௜ܣ௜ߛ

௞ିଵ
௜ୀ଴ ൌ ௞ܲ ܣ ݁଴

∴ ݁௞
஺
ൌ min ௞ܲ ܣ ݁଴

஺
: ௞ܲ 0 ൌ 1, deg ௞ܲ ൑ ݇

• In other words, let  ෨ܲ௞ ݔ be a poly of ݀݁݃ ൑ ݇, 
෨ܲ௞ ݋ ൌ 1. Then  ݁௞

஺
൑ ෨ܲ௞ ܣ ݁଴

஺

∴ CG finds the optimal poly  തܲ௞ to minimize the error in 
the ܣ‐norm.
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Polynomial characterization

• What is  ௞ܲ ܣ ݁଴
஺
?

• Let ሼݒ௝ሽ be the eigenvectors of ܣ.  Write

݁଴ ൌ ∑ ௝ݒ௝ߦ
௡
௝ୀଵ

• Consider ݓ௞ ൌ ௞ܲ ܣ ݁଴ ൌ ∑ ௝ߦ ௞ܲ ܣ ௝ݒ
௡
௝ୀଵ

ൌ ∑ ௝ߦ ௞ܲ ௝ߣ ௝ݒ
௡
௝ୀଵ 									ሺݒܣ௝ ൌ ௝ሻݒ௝ߣ

௞ݓܣ ൌ ∑ ௝ߦ ௞ܲ ௝ߣ ௝ݒ௝ߣ
௡
௝ୀଵ
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Polynomial Characterization

• Hence: 

௞ܲ ܣ ݁଴
஺

ଶ
ൌ ௞ݓ ஺

ଶ
ൌ ሺݓ௞, ௞ሻݓܣ

ൌ ∑ ௜ߦ ௞ܲ ௜ߣ ௜ݒ
௡
௜ୀଵ , ∑ ௝ߦ ௞ܲ ௝ߣ ௝ݒ௝ߣ

௡
௝ୀଵ

ൌ ∑ ௝ߦ
ଶ

௞ܲ
ଶ ௝ߣ ௝ߣ

௡
௝ୀଵ

NB:  ,௜ݒ ௝ݒ ൌ 1, ,௝ݒ ௝ݒ ൌ 1
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Error Bound

• Let  ௞ܲሺݔሻ be a poly of ݀݁݃ ൑ ݇,  ௞ܲ 0 ൌ 1.  Then     

݁௞
஺

ଶ
൑ ௞ܲ ܣ ݁଴

஺

ଶ

ൌ ∑ ௝ߦ
ଶ

௞ܲ
ଶ ௝ߣ ௝ߣ

௡
௝ୀଵ

൑ maxఒ೘೔೙ஸఒஸఒ೘ೌೣ ௞ܲ
ଶ ߣ ∑ ௝ߦ

ଶߣ௝௝

ൌ maxఒ೘೔೙ஸఒஸఒ೘ೌೣ ௞ܲ
ଶ ߣ ݁଴

஺

ଶ
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Error Bound

• By Choosing  ௞ܲ ݔ appropriately, one can show:

• Theorem: ௞ݔ െ ݔ
஺
൑ 2

఑ ஺ ିଵ

఑ ஺ ାଵ

௞

଴ݔ െ ݔ
஺

where ߢ ܣ ൌ
ఒ೘ೌೣ

ఒ೘೔೙
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Notes

1. This is an upper bound only, CG convergence is 
usually better

2. CG convergence depends on all ሼߣ௝ሽ, not just ߣ௠௜௡, 

.௠௔௫ߣ

E.g. ܣ has 3 distinct eigenvalues: ߣଵ ൏ ଶߣ ൏ .ଷߣ
Define Lagrange poly  ଷܲሺݔሻ of ݀݁݃ ൑ 3 such that 

ଷܲ 0 ൌ 1,   ଷܲ ௝ߣ ൌ 0 ݆ ൌ 1,2,3

Then  ݁ଷ
஺

ଶ
൑ ଷܲ ܣ ݁଴

஺

ଶ
ൌ ∑ ௝ߦ

ଶ
ଷܲ
ଶ ௝ߣ ௝ߣ

ଷ
௝ୀଵ ൌ 0

⟹ CG converges in 3 iterations, independent of ߢሺܣሻ.
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Notes

3. For Poisson equation, convergence rates for optimal 
SOR and CG are the same.  However, no parameter 
needs to be optimized for CG.
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