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CS475 / CM375
Lecture 23: Nov 29, 2011

Convergence of Iterative Methods
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Richardson Convergence

• The iteration matrix is given by:

ோ௜௖௛ܩ ≡ ܫ െ ோ௜௖௛ܯ
ିଵ ܣ ൌ ܫ െ ܫߠ ܣ ൌ ܫ െ ܣߠ

• Suppose ሺߣ, ሻݒ is an eigenpair of ܣ.  Then
ݒோ௜௖௛ܩ ൌ ܫ െ ܣߠ ݒ ൌ ݒ െ ݒߣߠ ൌ 1 െ ߣߠ ݒ

• Hence ߤ ≡ 1 െ ߣߠ is an eigenvalue of ܩோ௜௖௛
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Richardson Convergence

• Lemma: Let ߣ௠௜௡ and ߣ௠௔௫ be the smallest and 
largest eigenvalue of ܣ.  Then
ߩ ோ௜௖௛ܩ ൌ max 	ሼ 1 െ ௠௜௡ߣߠ , 1 െ ௠௔௫ߣߠ ሽ

• Proof:
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Richardson Convergence

• Notes:

– If ߣ௠௜௡ ൏ 0 and ߣ௠௔௫ ൐ 0, then either
1 െ ௠௜௡ߣߠ ൐ 1				ሺߠ ൐ 0ሻ or    

1 െ ௠௔௫ߣߠ ൐ 1				ሺߠ ൏ 0ሻ

⟹ ߩ ோ௜௖௛ܩ ൐ 1

⟹ Richardson method diverges
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Richardson Convergence

• Theorem: Assume all eigenvalues of ܣ are positive.  
Then Richardson converges if and only if

0 ൏ ߠ ൏ ௠௔௫ߣ/2

• Proof: if 0 ൏ ߠ ൏ ௠௔௫, thenߣ/2
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Richardson Convergence

• Proof continued: Assume ߩ ோ௜௖௛ܩ ൏ 1. Then
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Richardson Convergence

• ௢௣௧: െߠ 1 െ ௠௔௫ߣߠ ൌ 1 െ ௠௜௡ߣߠ

௢௣௧ߠ ൌ 2/ሺߣ௠௜௡ ൅ ୫ୟ୶ሻߣ

• ௢௣௧ߩ ൌ 1 െ ௠௜௡ߣ௢௣௧ߠ ൌ
ఒ೘ೌೣିఒ೘೔೙

ఒ೘ೌೣାఒ೘೔೙

ൌ
ఒ೘ೌೣ/ఒ೘೔೙ିଵ

ఒ೘ೌೣ/ఒ೘೔೙ାଵ
ൌ

఑ ஺ ିଵ

఑ ஺ ାଵ

• Picture:
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Jacobi Convergence

• Theorem: If ܣ and 2ܦ െ ܣ are SPD, then Jacobi 
converges

• Proof: Let ߤ be an eigenval. of ܫ െ ௃ܯ
ିଵܣ ൌ ܫ െ ܣଵିܦ
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Jacobi Convergence

• Proof continued: Since 2ܦ െ ܣ is SPD,
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Gauss‐Seidel & SOR Convergence

• Theorem: If ܣ is SPD, then GS & SOR ሺ0 ൏ ݓ ൏ 2ሻ
converge.

• Definition: ܣ is an M‐matrix if
i. ܽ௜௜ ൐ 0
ii. ܽ௜௝ ൏ 0
iii. ଵିܣ exists and  ଵିܣ ௜௝ ൐ 0						∀௜௝

• Theorem: If ܣ is an M‐matrix, Jacobi and GS 
converge.  Moreover

ߩ ܫ െீܯௌ
ିଵܣ ൑ ߩ ܫ െ ௃ܯ

ିଵܣ ൏ 1

i.e. the convergence rate of GS is better than that of Jacobi
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Example: Poisson Equation

• Recall: ሺെݑ௫௫ െ ௬௬ݑ ൌ ݂ሻ

• Theorem: Let ܣ be the 2D Laplacian matrix.  The 
eigenvalues of ܣ are given by:

௜௝ߣ ൌ
ସ

௛మ
sinଶ

௜గ௛

ଶ
൅ sinଶ

௝గ௛

ଶ
1 ൑ ݅, ݆ ൑ ݉
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Example: Poisson Equation

• The smallest eigenvalue is attained for ݅ ൌ ݆ ൌ 1

௠௜௡ߣ ൌ
଼

௛మ
sinଶ

గ௛

ଶ

• The largest eigenvalue is attained for ݅ ൌ ݆ ൌ ݉

௠௔௫ߣ ൌ
଼

௛మ
sinଶ

௠గ௛

ଶ

ൌ
଼

௛మ
sinଶ

గ

ଶ
1 െ ݄ ሺ݄ ൌ ଵ

௠ାଵ
,݄݉ ൌ 1 െ ݄ሻ

ൌ
଼

௛మ
cosଶ

గ௛

ଶ

• ܣ is SPD and an M‐matrix
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Richardson

• ߩ ܫ െ ܣߠ ൌ

max 1 െ ߠ
଼

௛మ
sinଶ

గ௛

ଶ
, 1 െ ߠ

଼

௛మ
cosଶ

గ௛

ଶ

• Convergence holds for 0 ൏ ߠ ൏
௛మ

ସ ୡ୭ୱమ
ഏ೓
మ

and

௢௣௧ߠ ൌ
ଶ

ఒ೘೔೙ାఒ೘ೌೣ
ൌ

௛మ

ସ

௢௣௧ߩ ൌ
ఒ೘ೌೣିఒ೘೔೙

ఒ೘ೌೣାఒ೘೔೙
ൌ 1 െ 2 sinଶ

గ௛

ଶ

CS475/CM375 (c) 2011 P. Poupart & J. Wan 13

Jacobi

• ܦ ൌ
ସ

௛మ
ܫ ൌ ௢௣௧ߠ

ିଵ ܫ ൌ optimal Richardson

∴ ߩ ܫ െ ܣଵିܦ ൌ ௢௣௧ߩ ൌ 1 െ 2 sinଶ
݄ߨ
2

ൌ cos	ሺ݄ߨሻ

• By Taylor expansion: cos ݔ ൌ 1 െ
௫మ

ଶ
൅

௫ర

ସ!
൅ ⋯

∴ ߩ ܫ െ ܣଵିܦ ൌ cos ݄ߨ ൌ 1 െ
ଶߨ

2
݄ଶ ൅ ܱሺ݄ସሻ

• For small mesh size ݄, ߩ ௃ܩ ൎ 1 → slow convergence
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Gauss Seidel (GS)

• ߩ ܫ െ ௌீܯ
ିଵܣ ൌ ߩ ܫ െ ௃ܯ

ିଵܣ
ଶ

ൌ cosଶሺ݄݊ሻ
ൌ 1 െ sinଶ ݄ߨ
ൌ 1 െ ଶ݄ଶߨ ൅ ܱሺ݄ସሻ

• For small ݄, slow convergence for GS
• Convergence rate ൌ 2 ൈ convergence rate of Jacobi
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Successive Over Relaxation (SOR)

• For SOR:

௢௣௧ݓ ൌ
ଶ

ଵାୱ୧୬ గ௛

௢௣௧ߩ
ௌைோ ൌ ௢௣௧ݓ െ 1

ൌ
ଵିୱ୧୬ గ௛

ଵାୱ୧୬ గ௛

ൌ 1 െ ݄ߨ2 ൅ ܱሺ݄ଶሻ
• Optimal SOR is an order of magnitude better than GS 
and Jacobi
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