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" So you've got to the end of our race course ? " said the
Tortoise. " Even though it does consist of an infinite series of
distances ? I thought some wiseacre or other proved that the thing
could'nt be done ? "

" It can be done " said Achilles." It has been done !

Solvitur ambulando. You see the distances were constantly diminishing,

and so ... "

Lewis Carrecll
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Abstract : This work is devoted to the study of the notion of convergence

in programming languages and A-calculus semantics models. We formalize
this notion, and several of its uses in connection with Nolin's, Scott's,
Plotkin's ... constructions are examined. It is shown that bundle theory
provides a general, and conceptually simple frame, for a local study of
these models. The global approach is also described in this frame.

This work is an attempt to contribute to a unified theory of

programming languages semantics models (*).

Résumé : Ce mémoire est consacré i 1'étude de la notion de convergence dans
les mod2les de sémantique des langages de programmation et du A-calcul.
On formalise cette notion, et plusieurs de ses utilisations en liaison avec
les constructions de Nolin, Scott, Plotkin, ... sont examinfes. On montre
que la théorie des faisceaux fournit un cadre général et conceptuellement
simple pour une &tude locale de ces modeles. L'approche globale est aussi
décrite dans ce cadre.

Ce travail est une contribution 3 une théorie unifige des modéles

de sémantique des langages de programmation.

(*) An extended abstract is given further on.
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SUMMARY

We consider the notions of approximation which have been defined by
D. Scott 1968 (continuous lattices), L. Nolin 1574 (algorithm collections),
K.H. Hofmann 1978 (approximating orders), A. Shamir and W. Wadge 1977 (type
structure over a danain), ADJ 1977 (inductive posets), A. Arnold and
M. Nivat 1978 (metric magma) etc..., and we outline & general frame for
classifying them and studying their properties. Dur intention here is to

contribute to & unified programming language semantics theory.

I. BUNDLES :

The first notion of approximation which is considered is the one
which allows us to obtain points as limits of other points.

I.1. NOTION DF A BUNDLE :

A von Neumann universe is a set u ("constructed from the empty set”)
such that :

(1) x€a €l = xelU
(i1) a €U and b €U = {a,b}, <a,b> , axbel
(i41) x €U = P(x) €U and Ux €l

(div) w €U (where w = {0,1,2,3,...}
is the set of finite ordinals)

(v] If f:a=-=b 1is a surjectlve function with a € U and
beclU , +then b €U ., 0

Let U be a fixed von Neumann universe. Let X be a set. The set
¥(X} of femilies of elements of X is

FX) ={f : T+X:I¢U}
A bundle over X 1is a couple < 2.8 with

® A: ‘.ﬁ[x)_, X partial surjective {sometimes denoted lim)

A Fadl(f) = 31 e I.-F(i) = Z_lim (1)
iel




if F:IaX

® B: X o FF(X)) 1injective
A satisfies the Fubini property on the one hand :

YE:IxJaX ., gedX)
o1 (]isI . gl1,3)) exists) « (A

also and e " (AjeJ . gli3)) =

AjeJ . mieI . 21,30} =

i) eInd gli,J)) exists

h[i,j]e Ix4d°" g(i, 3)
Mie1aq - 81LID
and the point reconstruction property on the other hand :

(resp.

¥xeX ¥ g€ p(x) x = A(g) a

The Scott topology on a poset, Nelin algorittm collections, type struc-
tures over a domain (Shamir and Wadge). the meiric magme {Arnold and
Nivat), the convergence notion which is used in Manpa and Shamir 1977,
the convergence rmotion in Kuratowski-Painlevé 's sens, the way A-cal-
culus is used in preogramming languages formal smanticé, define bundle

structures.

Bundles are closed under product and coproduct, and the notions of

subbundle and quotient bundle can also be defined in the usual way.

1.2. BUNDLE CLASSES

Let X be & set which is supplied with a bundle structure < a,8> -
The set

NEX ) =Na.r5 (X) = {ue X : IxeX, 3gpeplx),

e I 4%, 3t eI, u=6{i)}
is called the Kernel of the bundle. An element u e X dis rational if¥f
Yeepu), ¢:I-X, 3iel u = s(i).

The bundle <a,p> is elementery iff its Kernel contains only ratio-

nal elements, i.e.
¥ xe X Wgeplx), F:IaX , ¥iel, ¢(i) is rational.

The bundle < A,¢» is ordered iff X is partially ordered and A
tekes least upper bounds (resp. greatest lower bounds) of families of
elements.
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The bundle ¢ 2.8> 1is ordered monic {in the restricted sense) iff

there is a monctone function st
VxeX Yoo plx) &= ids[x] 1 8(x) - s{x).

For any x, s(x) is then called the spectrum of x ; and we denote
a<b iff ae s(b) (e approximstes bl.

PROPOSITION 1.1. : The ordered monic bundles (in the restricted sense),

whose spectra are lowersets of the Kernel are exactly the Galois connec-

tions

X t:-s._’ TefKX)

such that Mos = id_ .

I1.3. REGULAR FUNCTIDNS :

Let X be a set supplied with a bundle <3a,6s » Y supplied
with a bundle (A", 8’s . A function f : X =»Y is regular at point
x e X iff

veepx) Flx) = A'(f(&))

where F(&) 1s the image family fes : I Y of e I 54X

I
1\\\\\i::; dencted by f(&)
X

_ Y
.F
Continuous functions in Scott's sense, algorithms in Nolin’s sense ,
Shamir and Wadge's "tight" functions, Manna and Shamir 1977°'s continu-

ous functions, ... are regular functions.
The identity and constant functions are always regular. The projec-
tions of & pundle product ere regular

A function of many variables is regular iff it is regular for each
of its variables (Prop. 1.4).

One dencte (X - Y] the set of regular functions from X to Y,




and one supplies it with the pointwise (extensional) order whenever
¥ 1is partially ordered.

If X and Y are bundles, a bundle on the space {X - Y] of
regular functions from X to Y is faithful iFf

Yfe [X=Y] LEEA ¢ g ()

eI

'Fi) = f=¥x € X lm , f,(x)} = F(x).
3 1

[X - Y] Y

(lffm
i
If the functions spaces are supplied with faithful bundles, then
abstraction is a weakly regular function (g : A 5 B 1s weakly regular
iff ¥x€ A Vo €B(x) limB(f[Gll exists =f(x) = limef[U))].
(Prop. 1.5). But if function spaces are supplied with faithful bundles,
then the application (or evaluation) is always reguler.

II - ORDERED BUNDLES :

Any elementary ordered bundle defines an glementary crder (cf.
Nait-Abdallah 1978) and reciprocally. Any algebraic epo has an elements-
ry o.m.b. structure (2.8).

If s, » 8, are functions from X to ®(X} , which define o.m.b.
on X , then the omb defined by 31 is finer than the omb defined by
55 iff ¥xe X sqfx] < sz{x]. If X 1is a poset, and if we order
the set of omb's (in the restricted sense) by the relation "being finer

than", than this set has a complete semi-lattice structure whose bottom
is defined by

s :x s ¥x = {yveX:yExt
(Prop. 2.11).

A bundle <A,8> onaset X is interpclable at point x IFf

Ye ¢ X we have ¥ e pgix)
(31 ¢ Domls) e =6(1L))<=> [Fk ¢Dom(s), u =5k, v Teplu)
21 ¢ Dom(z) & =T(3)] .

In the ordered monic (restricted) case this reduces to

e ¢ slx) ¢= 3u ¢ slx) e e s(ul.
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Continuous Lattices, elementary (ordered} bundles are interpclable

at each point. (Ordered} bundles are interpolable at each rational point.

An ordered bundle is stable at point x ¢ X 4ff Yye X , YaeNX)

(Kernel of X) aex &y implies the equivalence of the following asser-
tions

(43} 3§ eplx) 31e Dom(s) a = &1}
(11) atenly} 3 3 e Dom(e) a=1t(3)

In the monic case this reduces to VyeX x=g v = s(x) = (x) n slyl.
The bundle SW is stable ; the bundle N 1s stable iff its rational
element cannot be compared between themselves.

It turns out that any omb which is a Galocis connection is stable;
any omb on a directed space X, which is not a Galois connection, has an

unstability point (lemma 2.16). As far as omb are concerned, stability and

interpolabllity are related in The fellowing way:

LEMMA 2.17. ; Let X a poset supplied with an omb , x ¢ X, and
tx=f{ZeX :xeslf)}.

If the spectra of the y ¢ Tx are directed and if the omb is stable
over Tx , then the omb is intsrpolable at point x.

The notion of continuous lattice in Scott's sense fits nicely in this

frame :

PROPOSITION 2.18. : Let X be a poset, ®I(X} its set of subsets orde-
red by inclusion, both being supplied with their Scott topology,

s : X »&(X) defining an omb on X.

Then

{i) If s=si:an£IeICVK:xEUI§ and if the bundle
is interpolable. then s is continuous at each point for the Scott
topologies of X and @ (X)

[i1) If s 1is continuous at each point for the Scott topologies of X
and #(X) , then ¥x ¢ X six)e N §Teld X :xguli a
oV




III - REGULAR FUNCTIONS SPACES :

Any function which‘ is regular over an omb is monotonic . If X is a
(restricted) omb, Y a complete sup-semilattice, then any regular func-
tion F : N{X) & Y has a unique regular extension (3.5).

Regularity for the compositlon of two regular functions requires spe-

cial conditions (3.7}, but we can define the following "regular composi-

D: N[X =»Yle NIY o 2]xN(X) oy 2

0= Afe N[XY¥]. Age N{Y4Z].2ue NX).glfu))
which generalizes the usual composition, and handles better the peculier
bundle structures one considers.Furthermore, if [X - Y] ., [Y Z] are
faithful and elementary omb's, if X is an elementary omb, if Z is a
conditionnally complete poset, then the mapping 0 1s regular over the
space [X = Y] x (Y- Z]x X supplied with the product bundle (Prop.
3.B). The associativity of O works in special cases (3.9).

ITI.1. BUNDLES ON REGULAR FUNCTIONS SPACES

If X and Y are ordered bundles such that Y 1s nomalized, the

pointwise convergence bundle on [X =+ Y] , when it exists, is def ined

by the relation :
Fg &> [¢x¢eX Fix) < glx))e (¥ x€ X flx) € s(gix))

The following problem appears then at once : which bundle structure

{(if any) is to be taken on the regular functions space ? A number of me-
thods for solving this problem, in some cases which are relevent in com-
puter sclence, are examined : lower threshold functions {Scott), upper
threshold functions (Nolin), and codomain space continuity (Scott).
Plotkin's and Smyth's powerdomain construction, considered from this
point of view, takes its full prominence and relates smoothly to
Arnold's and Nivat's denotational semantics.

I+ D and D' are ordered bundles, e ¢ D, e'e D', me D', we
define : the lower {or Scott) threshold functicn Le,e'l m (with mee')
by

fe,e'] 2 xee’ if YeeBd(x)3ie Domls) e = 6(d), m otherwise.
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and the upper (or Nolin) threshold function

<e,e'>m {with e'e m) by <e.e'>m:x|-ee' if xce,

m otherwise.

Every upper threshold function is regular.

Lower threshold functions method :

a) Monic case ¢ If 0 and D' are monic, every regular function

f : D D', which has a lower bound, is the lub of some family of
Scott threshold functions {3.12) , and & lower threshold function.
[e.e'] m is reguler iff D0 is interpolable at point e. Whence, if D
is interpolable, a bundle structure on (D =~ D']“ » whose approximating

elements are the lower threshold functions, if

[D~D'], =§f¢[DaD]]F has a lower bound }
By the same way, if we take
[D"D']u =¢f €[0 - D"] |I 3 m(f) eD' st ¥xe D mlfI< f(x),
we obtain a pointwise convergence bundle on [D - D'J (Corollary
-~ %
3.14).

This construction can be iterated in the following conditions :

PROPOSITION 3.16. : Let D, 0' be omb's , suppose D 1s interpolable
and let [D 4 D'*] as above. Let us supply [D o D'l,, with the point-
wise convergence bundle, and suppose furthermore that D' wverifies :

(&8 it is stable

(11) its spectra are supsemiliatices.

Then the omb [D = D'J*‘ is interpolable and verifies the above two
conditions (1) and (ii).

In fact if D 1is elementary (which is a special case of interpo-
lability), and in the same conditions es for corollary 3.14, some cano-
nicity conditions can be imposed to the decomposition in Scott t.f. so
as to obtain some kind of a "basis” (Prop. 3.17).

b) General case : The method is deduced from the monic case. If D and
D' are ordered bundles the 1tf [e.e'lm is regular iff D is inter-
polable at point e ({3.1B). If the fibre @a(x) of esach x ¢ D has




a smallest element in the extension sense (3.19), then every regular

function f : D4 D' which has a lower bound is the least upper bound
of some family of Scott threshold functions.

The notion of a stable ordered bundle can be used in an analogous
way : If D and D' are ordered bundles such that D' 1is stable
every regular monotone function F : D 4 D' which has a lower bound is

the lub of some family of 1tf's.

Whence a bundle structure on this class of regular functions If we
take D interpolable (Proposition 3.21).
We obtain thus a monic bundle on the space of functions. which leads

us to the preceding case if we want to lterate.

Codomain space continuity method.:

a) Monic case : If D and D' are two interpolable omb, where D' is
continuous in Scott's sense and contains . , then the space [D -»D']

has a continuous bundle structure and contains L.

b) General case : In the general case appears an other way for genera-
lizing the interpolability notion we have con the omb : we call it glo-
bal interpglability.

A bundle on a poset X is globally interpolable at point e ¢ X

iff for any u ¢ X we have :
¥ T €8 3k €Dom{t) e =a{k) =
T x € X(Y o €Rx) 3i € Domle) e =ali)) AV TERW 3j € DomiT) x = 1(j)

We have then : :

PROPOSITION 3.24. : Let D be an interpolable and globally interpo-
lsble ordered bundle, D' be a continuous ordered bundle in Scott's

sense, which is interpolable and contains & . Then the space ID5D')
of monotone regular functions, when supplied with the poitwise ordering

has a continuous bundle structure and contains L .

Upper threshcld functions method :

If D and D' are two ordered bundles, TD D] ma is the space

X
of regular functions which are monptone and have an upper bound, then '

+
§
i
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any function of [D~ D'] max is the greatest lower bound of some
family of upper threshold functions (3.27).

If O 4is elementary a more "cenonical® definition of this family can
by given (3.28}.

III.2. SEMANTICS FOR A LANGUAGE WITH TYPE DECLARATIONS, AND RETRACTES :

!
It has been pointed out (cf. [NOL] , (SHA] ) that types can be

considered as calculus objects. We use the crdered bundle notion to pre-

cise and develop this point of view, and construct a greatest fixpoint

semantics for progrems with type declaraticns :
Fab : G(x) &= ©[G] (x)

Let us also call * the functional which is associated (by regular compo-

sition) with the term TIG) .

PROPOSITION 3.39. : tet X be an elementary omb, which is distributive
and conditionnally complete, fo ¢ [X-+X] . Now, if the sequence
{tn[fo)} ne N is convergent, on D € X , for the bundle Sinv, which
is associated to the Scott topology for the opposite order of [X - Y],
then ﬁ?tnifol is solution, over 0 , of the functionnal eguaticn

g =Tlg) If F_=ax.T, qz“nx.n is the greatest fixpoint of

over D .

We call convenient domain any elementary omb X which is

(i) conditionally complete
(ii) distributive, i.e.

Ya € X ¥scX al(u{s:s €SP =i{alis:s €S}
(1i1) has a T .

The following (functional) transformation
Nob t T Af.Ax.Cab AT > 4 (x}
is associated to the type declaration in the above recursive definition.
It describes the filtering which is done while verifying types in an
ALGOL or FORTRAN-1ike language.
If X 1is a convenient domain, if [X » X] is supplied with & faith-
ful bundle, then Ne.b

functionals {Prop. 3.40).

transforms regular functionals into regular



The function which is computed by the programm
Fab : B(x) & T 1G] {x)

will be then the greatest fixpoint of the regular functional
LI
* Na_b(t].

To see the link with Scott’'s retract theory, let us call, if X
is a bundle, a retraction over X any regular function ri: X - X

such that ror = r; r defines then the retract r(X).

Suppose that all function spaces are supplied with faithful bundles.

LEMMA 3.42. : Let X be a bundie, Y a convenient domain, a ¢ X,
be Y. Then

{i) The transformation Na b is a retraction over the space of re-
gular functionals
(ii) There are no retractions r : X3 X, t : Y4 Y such that

Ve [XaY] Nan(ﬂ = tofor. D

So there is a difference between Scott's retraction a o b and

the transformation N B
a.b

IV. SAGITTAL BUNDLES AND LIMITS :

A second form of the approximation noticn'is the one which allows
to reconstruct spaces as limits of other spaces. Let u be 8 fixed
universe. All the bundles we will consider will have their carrier
in u.

If X and Y are two bundles, a regular function f : X Y is
strongiy regular iff Vx & X veepx) (foe) e ¢ (Flx)).
The category Fais which has bundles as objets and strongly regular
functions as morphisms has equlizers, coequelizers, products and co-

products. It is then complete and co-complete.

The same holds for the bundle categories Foen, Ups, DCont

i
!
H
i
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DAlg, etc... This shows how tc obtain certain cbjects as diagram 1i-
mits (or colimits). We call sagittal bundle this generalization of the
bundle notion, and from the computer science point of view shall res-
trict here cur interest in category theory.

Bundle exponentiation can be done in several ways (Prop. 4.4., 4.5.)
For suitably manipulating the notion of type {in the combinatory logic
sense), we use & double bundle structure on a set, or Z-bundle
(bifaisceau). There is a particular exponention on 2-bundies, which is
obtained by using the upper’ threshold functions’ :

PROPOSITION 4.20. : Let BFt be the category whose objects have as a
lower bundle a Foen-structure, and as an upper bundle a DAlg-structure,
and which contain a 7, and whose arrows are the regular functions for
the lower bundle. Then

N : Foen » BFt - DAlg
(Y] s [X s V]

which is defined over the objects by : [X 53 Y] is supplied by the al-
gebraic bundle defined through Prop. Z.18. by the function

¥re[X Y] 5t f rsslf)
s(f) ={ <e,e'> Tt e' a f(e}, e rational, e' compact for the upper
bundle of ¥} defines a functor. ]

By using the notion of a convenient 2-bundle (which are nothing

else but convenient domains eguipped with an upper bundle which is in
DAlg), one constructs a domain with types, A, . which generalizes E,
Wadsworth’s domain with atoms.

THEOREM 4.27. : Let D be a convenient 2-bundle. Then Wadsworth's
approximating scheme supplies in Set a projective limit A_ which
is such that

(1) A, =D+ lip Ak ., the limit of Ak being computed in DAlg

(which provides A, with a bundle structure).

(i1) If [Ae- AJ‘? is the space of partial regular functions from

Ay, to Ay » then there exists a one-to-one correspondence




(Lim 4) e [Ag A_lp . In particular, A, contains the set of all regu-

lar functions from A, to Axp » O
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Introduction

Dans un cours professé en 1798 & 1'Ecola Polytechnique J. L. Legrange [LAG]
précise que 1'un des objectifs de son livre "Théorie des fonctions analytigques”,
paru l'année précédente, é&tait de "rattacher le calcul (différentiel) au reste de
1'algébre de maniére & ne faire du tout qu'une seule méthode”. Aprés de nombreux au-~
teurs, nous pensons qu'un tel programme n'est pas déraisonnable dans le domaine de
i'informatigue; plus précisément qu'il conviendrait de rattacher entre elles, et au
reste de 1l'algdbre, les différentes fagons de définir le calcul informatique (i.e.
la sémantigue des langages de programmation}, de maniere & ne faire du tout gu'une

seule et méme méthode générale.

En plus de son apport mathématique, 1'intéret d'une telle mise en place se mesure
finalement 3 1'importance de la sémantitue des langages de programmation elle-méme. Un
paralléle avec le calcul différentiel peut en donner une idée. De méme que la maltrise
du calcul différentiel a permis les progrés des sciences physiques ol la notion de
fonction joue un grand réle, une maltrise plus grande du calcul informatique permettra
non seulement d'utiliser plus slrement les ordinateurs, mais encore a plus long terme

das faire progresser les sciences qui utilisent la programmation.

Il nous semble que le probleéme actuel de la sémantigue (c'est en tout cas celui
auguel nous nous intéressons ici} est 1'existence de nombreux modéles pour rendre comp
te de 1a réalité informatique. Cecl peut sembler un avantage puisque 1'on dispose de
plusisurs outils pour manipuler un seul objet, le programme. Mais parfois ces outils
ne s'applicuent pas en chaque circonstance. Certes, la confrontation de ces diffiéren-
tes approches paralt susceptible de faire jaillir des idées nouvelles; il reste gue
cette absence d'unité apparente est irritante du point de vue &pistémologique, puis-
gu'au fond 1z réalité décrite est la méme.

L'un des buts que 1'on peut assigner & 1'informatique théorique est de dégager
des concepts de base. qui permettent de recaonstruire tout le reste. (Un exemple analo-
gue est celul de la température-en physique : la température est une notion de base
en physigue non pas parce qu’elle ne se dérive pas au niveau théorique d'autres notion
mais parce qu’elle correspond bien & un "objet" fondamental de la partie de 1'univers
que la physique se propose d'étudier).

Bien plus modestement, nous nous intéressons ici & un aspect particulier de ce
probléme général, qui est celuil de la reconmstruction des points dans les différents

espaces sémantiques. Faute de pouvoir affimer que les structures &tudiées dans ce
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mémoire sont de tels "objets fondamentaux”, nous voulons présenter notre démarche dans
cette direction.

Notre thése s’articule comme suit.

Nous commengens (Prolégom&nes) par un long survol de trois théories importantes
de la sémantigre des langages de programmation : la sémantique dénotationnelle issue
des travaux de O. Scott, la sémantique algébrigque issue des travaux de M. Nivat. la
théorie des algorithmes de L. Nolin. Nous nous attardons longuement sur cette derniére
qui est la plus mal connue des trois, n'ayant fait 1'objet que de publications rares
et fragmentaires. A la fin de ce chapitre nous pouvons énoncer, plus précisément gue
nous ne le faisons ci-dessus, le probléme qui nous intéresse.

Le chapitre D est consacré & un résumé sommaire du contenu des chapitres suivants.

Les auires chapitres, plus technigques, sont consacrés & 1l'exposé proprement dit.
Nous y définissons une structure nouvelle, gque nous appeleons faisceau, et gui nous
semble pouvoir jouer de fagon satisfalsante un rble de lien entre les trois théories
mentionnées ci-dessus d'une part, et servir d'outil 3 une étude de leurs propriétés

locales d'autre part.

Cette structure nous permet de simplifier, en les plagant dans un cedre plus géné-
ral, plusieurs constructions dies 2 divers auteurs : modéle D de Scott avec D

continu, powerdomains au sens de Smyth et Plotkin. etc.

Nous fournissons aussi avec notre modaéle A, une justificetion théorigue & la

théorie des algorithmes de L. Nelin, et nous énongons plusieurs résultats nouveaux.

En esquissant ainsi une théorie locale des modiéles de sémantique des langages de

programmation, nous nous proposons de contribuer & une théorie unifiée de ces modiles.
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Prolégomenes

Les programmes calculent des fonctions et 1%on salt depuis ies travaux de
Schénfinkel [SCH] , Church [CHU] , et Curry et al. [CUR] que le A-calcul est un mo-
yen naturel d'exprimer {au moyen de la A-notation) et calculer (au moyen des regles
de réduction) des fonctions en un sens idéal. Le A-calcul est composé d’un langage
{le A-langage), qui assure la fonction d’expression, et d'un ensemble de régles de
réduction, qui assure la fonction de calcul. Le langage est engendré par la grammaire

Asvicliany | tava)

o V, respectivement C, désigne des variables, respectivement des constantes. Les
régles de réduction sont :

- 1a qa-régle (changement de variable muette) :

Ax.M p» Ay. Lly/x] M si y n'est pas libre dans M
- la p-régle {évaluation d’une fonction en un point) :
(Ax.MIN & (N/xIM
- et aussi, pour le fn-calcul, une n-régle

[ Ax.Mx) » M si x n’est pas libre dans M
- avec parfois des 8-régles si C n'est pas vide (calcul sur les constantes).

De nomhreux travaux [LAN] ,[BOH} ,... se sont attachés & montrer gue les com-
posants essentiels des langages de programmation usuels pouvaient s'écrire sous forme
de  A-expressions. Par exemple en ce qui concerne le langage Algol 60 [(ALG] :

- L'appel de procédure lorsque les paramdtres effectifs sont transmis par nom :
la B-réduction ne fait alors qu’exprimer ce phénoméne.

- le point-virgule qui indigue la succession de deux instructions :

“ ,w»-CB=(Axyz. xzy) (Axy 2 x(y=z))

- le conditionnel
si ... alors ... sinon ... fsi = B(B(B(BWIB))C®
ol B= Axy a. xly2)
W= kX y. XYY
C' = Ax y z.[2(K yIx) avec K= Ax y.x

et castera.

Mais 11 est évident que le A-calcul reste un langage gqui exprime un calcul tout
autant qu*un langage de programmation. La simplicité de sa définition peut le faire
considérer comme un langege de programmation privilégié si on se place & un niveau con-
ceptuel; mais le fait qu'on puisse tout dire avec des A-expressions n'est pas tou-
jours pratigue : aucun arithméticien ne passera par les numéraux de Church pour étudie:

la théorie élémentaire des nombres.
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Reste alors la question de savoir quels sont la nature et le comportement des
objets que 1'on (cherche &) exprime(r}. C'est tout le probléme de Ia medé&lisation.
Nous discuterons ici cette guestion & travers 1'examen de quelques structures déia
proposées par d'autres auteurs.

1. Sémantigue dénotationnelle :

Le A-calcul est un systéme formel; existe-t-il une structure ensembliste dont
11 exprime le calcul ? Le fait bien connu, découvert par Kleene et Rosser [kLrl
que l'identification de tous les termes sans forme normale proposée par Church [CHUI
conduit & une inconsistance, i.e. & identifier tous les termes, accroit 1'intérét de
cette question. En effet si w= Axx X , K=Axy.x, P=lxysz.xyuwl
Q=ixyz.xzlww), P et Q sont sans forme normele, et idantifier P et @
conduit & identifier PKMN et @ KMN donc M et N pour tous termes ™M et N.

La question purement mathémetique, mais & retombées informatigues comme on 1'a

vu plus haut, de 1'existence d'un modéle du A-calcul. se pose donc maturellement.

Une réponse est fournie par D. Scott [1972] qui construit un modéle, "logique™
selon son expression méme [1973] . Dans sa construction 1'auteur utilise des espaces
injectifs et le modéle O est un tel espace. Par définition un espace injectif D
est un To-aspaca topologique possédant la propriété de prolongement suivante :

Pour tous espaces topologiques XY tels que X s8oit un sous-espace de Y, pour toute

fonction f : X > D continue, f possaéde un prolongement continu F:Y~+0D

Une autre fagon, peut-&tre plus populaire, de voir les espaces injectifs est de les
considérer comme des espaces partiellement ordonngs appelés treillis continus, ol la
notion o'ordre est censées représenter la notion "intuitive" d'augmentation d'infor-
mation en cours d'un calcul dans un programme. La définition des treillis continus est
un peu plus longue & énoncer :

Soit X un ensemble. Un ordre partiel sur X. est une relation binsire < gui esi
(i) réflexive i.e. ¥x e X xex

{ii) antisymétrique i.e. Ux.y € X xey &t yex=sx-=y¥

[iii) transitive i.e. Yx y,2 € X XE Y& Z=XS R

L'ensemble X partiellement ordonné par < est un treillis comple? si et seulement
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si toute partie S ¢ X a une borne supérieure (i.e. un plus petit majorant} notée

US et une borne inférieure (f.e. un plus grand minorant) notée NS. Le plus grand
élément d'un treillis complet est généralement noté T (top) et le plus petit 4
(bottom)

Une partie S g X est dite dirigée ssi ¥Vx ye$S 2 €S tq 22X
et & 2 y. La topologie de Scott, gui joue un rBle important dans la construction,
va étre définie comme la topologie qui, intuitivement., fait converger les parties

dirigées qui ont une borpe supérieure dans 1'espace ordonné considéré, X.

Plus précisément la topologie (supérieure) de Scott o©(X) sur un espace par-

tiellement ordonné X a pour cuverts les parties M <- X telles que
(1) V¥xeu ¥y e X XEY = yeW
(i1) ¥S cX S dirigée et US el existe =5 SnU # 8.

On vérifie aisément que la famille ©(X) définit bien une topologie sur tout espace

partieliement ordonné X .

Si x,y € X o0 X est un treillis complet on dira que 1’élément y est topo-

logiquement bien en dessous de 1'élément x et on note ¥y << X ssi
x € Intérieur ({2 ¢ X : 223y}
Par définition on dira que le treillis complet X est un treillis continu ssi
¥xeX x= U{yeX:y<ex}

En fait Scott montre que l'espace de Sierpinski
T

-

o

L
est & la fois un treillis continu et un espace injectif., et gue tous les treillis
continus (espaces injectifs) sont obtenus en prenment la cléture de {I} par
produit cartésien et rétraction (on dit que f : X+ X est une rétraction ssi f esi
continue et la restriction de f & f(X) est 1'identité).

Des exemples concrets non triviaux de treillis continus sont [SCS]

(i) tout segment [a,b] de R est un treillis continu

(i1) s1 X est un espace quasi-compact (i.e. si tout recouvrement cuvert dénom-
brable de X contient un recouvrement fini) alors l'espace 0(X) des ouverts de X,

ordonné par incliusion, est un treillis continu




(1i11) si X est compact alors l'espace SCI(X,R U {s«}) des fonctions semi-
continues inférieurement de X dans la droite réelle achevée R U [* =} est un

treillis continu.

Si 1'on se donne une suite inductive/projective de.treillis continus

i J,l . jn
— — — — [ — :
D, -0 0, - Dy eaneurnes ,nn_l:_....... ‘
[s] 1

ol les [in,jn] sont des projections au sens de Scott i.e. des couples d'applica-

tions continues

tels gue jne i, est 1'identité et ¥y e Dn+1 in[jn(y]) oy

i.e. in' jn ¢ id alors la limite projective

Dn*1
o«

T -
et € =0 Cn I xn = Speq i) 3

Eip[Dn,jn) = {Exm]m
est encore un treillis continu & cause de la propriété de prolongement. Si on se place
dans la catégorie des treillis complets munis des fonctions continues, alors la limite

inductive est &gale & la limite projective :

lim (D = 1im(D_,1 3 s}
- — N

n'jn]n e 0N nRelN “m
en un sens gu'on peut préciser de la manigre suivente en utilisant un résultat de

[SCS] .+ pp. 212 :

1/ Soit 2551 la catégorie dont les objets sont les treillis complets et les
f£1léches les fonctions continues au sens de Scott préservant les bornes inférieures
arbitraires {i.e. sont exactement les morphismes de semi-treillis coptinus &u sens
de Lawson {[SCS] , pp. 145)) !

2/ Soit UPS la catégorie dont les objets sont les treillis complets et les

fléches les fonctions continues au sens de Scott

3/ Soit W’ la catégorie  {(Ob(w) = N)

Di— 1T e 2 e 3 & 4.,

4/ Soit D : oF + INFt un systdme inverse dens INF? , g, L~ D, un
A 1)
e

con sur D. Alors il y a équivalence entre les deux assertlons

m CF définition de cette notion Chap. IV . §2. !
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1) g, : L +D estcone limite sur D dans INFt (f.e. L est la limite
projective des Dn dans INFT )

{41) gn : D, *+L estuncone colimite sous O dans UPS (i.e. L est la
limite inductive des Dn dans UPS}

{ol én désigne 1'adjointe supérieure de g, au sans des connections de Galois
{cfIMCL] pp. 93-94, [SCS] p. 18 sqqll.

Ici on a ¥n g, = Jn én = in .

Si 1'on particularise la suite projective/inductive précédente en prenant :

1) ¥nel D =[0 D31 ={f:D 5 D | f estcontinue au sens
n+1i n n n n
de la topologie de Scott }

(i1)¥Vn e N i .(x) =41 oxoj
n n

J (y) = jn oy o 1n

n+1
on a méme 1'homéomorphie
o, = [o, - D, 1
Ce dernier résultat permet d'exhiber une large classe de solutions & 1'équation
aux espaces @
azp 0= [D~+D]

La question qui se pose, avant d'appliguer ceci & 1'informatique. est : en
quoi les espaces partiellement ordonnés sont-ils pertinents dans 1'étude des programmes
En quoi les treillis continus permettent-ils d'exprimer les concepts fondamentaux de
la programmation ?
L'argument est le suivant. Il existe des programmes qui, pour quelque donnée, ne
s'arrétent pas, i.e. dénotent des fonctions partielles au sens usuel. L'idée de Scott
est de compter cette abscence d'arrft comme une valeur "moins définie que toutes les
autres”, notée L , au méme titre que les autres valeurs du deomaine. Cet &lément &+
est encore assimilé & l'absence d'informaticn, lersque par exemple on se prépare &
éxécuter un programme. Ceci améne 3 prendre en compte, au niveau de la structure ma-
thématique 1'idée "moins définie que”, qui se manifeste par une relation d'ordre par-
tiel, et & ne considérer que des fonctions monotones croissantes pour cet ordre par-
tiel. L'application & la programmation a &té& faite alors en s'appuyant sur les theses
suivantes (cf. par exemple Plotkin 1978)

(1) Tous les domaines sont des ordres partiels avec un plus petit élément.
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(31) Toute fonction calculable est monotone croissante.

-0n veut évaluer des appels récursifs, donc

(iii) Toute chaine ascendsnte du domaine converge (i.e. le domaine est un cpo).

(iv) Toute fonction calculable est continue.

Puisgue un espace ordonmé X est un cpo  si et seulement si toutes ses parties
dirigées convergent (au sens de la topologie de Scott ou, si 1'on préfére au sens de
1'existence des bornes supérieuresdans un tel espace), le cpo peut apparaitre du
point de vue gui consiste & identifier 1. avec 1'absence d'information. comme une belle
illustration de la sémantique de 1*appel de procédure résursive. Cette structure,
bien moins riche que le treillis continue, a suffi pour exprimer une partie de la sé-
mantique des programmes [S70,VUI] . Les cpo’s les plus utilisés en théorie de ia
programmaticn sont les cpo's dits algébriques qui se rapprochent un peu plus des
treillis continus. Un cpo X est algébrique ssi les &léments compacts a € X, i.e.
vérifiant' ¥ partie dirigée S ¢ X, acusS implique Fs €S telque a s,
pemmettent de reconstruire tous les autres par borne supérisure. La notion d'algé -
bricité sur les cpo's peut 8tre considérée comme une trace de la notion de "ecalcu-

labilité”, ou mieux d'approximation, qu'on avait sur les treillis continus :
¥x e X x=U{yeX:y<ex?}

G. Plotkin & eonstruit un modgle du A ~caleul, T . dans le cadre des cpo's,
en utilisant une gddelisation dans le style de celle du modéle Py  de Scott
(Scott 1975, Plotkin 1978).

Si 1'on se place du point de vue de 1'étude des modéles, on ne peut manquer ici

de noter 1'aspparition d'une nouvelle structure 8 cf8té du treillis continu : le cpo.

L'utilisation du cpo de préférence au treillis continu pour la théorie des lan-
gages de programmation a &té faite au nom d'un principe d*économie d'une part, et par-
ce que le fameux &lément top (T) du treillis continu ne semblait pas avoir ¢'inter-
prétation bien claire pour les programmeurs [VUI] d'autre part. D.Scott explique le
choix du treillis eontinu de la maniére suivante : "Une raison pour avoir un treillis
entier &tait le théoréme de prolongement pour les fonctions continues. Si D est un
treillis continu alors toute fonction continue f : X + D peut &tre prolongée en une
fonction continue f: Y+ D o0 Y est un sur-espace quelcongue tel que X ¢ Y. En
effet cette propriété caractérise les treillis continus, et elle sembleit trés raison-
nable si nous voulons des moddies riches pour les fonctions partielles. Par exemple

toute fonction partielle continue f: A+ B ol A,Bc D peut &tre vue comme la
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restriction d'une ¥ : D+ D totale si D est un treillis continu. S D=D- oD
nous pouvons voir pourquoi il est agréable de pouvoir représenter par quelque &lément
ue D toute espéce de fonctions continues sur tous les sous-espaces de D"
(Scott 1875, pp. 355).
L'importance. du point de vue informatique, de cet argument de Scott nous
parait justifier 1'approche prise plus haut pour définir les treillis continus, par
le détour de la topologie de Scott. D'un point de vue mathématique, i1 aursit été plus
économique de se donner d'emblée la "way -below relation” (relation "bien en dessous")
X ¢y ¢ x € Nn{IidéalcX:yc ull}
(cf. [SCS] 1I-1.1 pp. 383,
(donc définir une spproximation par idéaux au liey d'une approximstion topoclogique),
et de dire ;
X treillis complet est contine ssi
¥xe X x= U {zeX: zex}
Ces deux relations “"way-below” et "way-below" topologique ne sont généralement pas
équivalentes (ef. ch. II. Prop. 2.9).

Notons encore ici que les méthodes issues des travaux de Scott ont été utilisées
pour tralter des problémes plus complexes d'informatigue. On sait par exemple que pour
une machine de quelque dimension 1'unité centrale, 'imprimante et le lecteur de car-
tes fonctionnent en parallgle. Le besoin de formaliser le non-déterminisme et ie pa-
rallélisme a conduit G. Plotkin [PLO] et B. Smyth [SMY] & 1'introduction des

powerdomains, présentés comme des cpe's de parties de cpo’s. Ces powerdomains sont

généralement munis de l'ordre d'Egli-Milner (qui est en fait un préordre) défini par :
A< " 8 si et seulement si

(i) tout élément de S majore un &lément de A ({.e. 1'information continue

dans A est suffisante pour approximer 1'information finale contenue dans S)

(ii) tout élément de A minore un élément de S (c'est-3-dire 1'information
contenue dans A est nécessaire pour approximer 1'information finale contenue
dans SJ).

Cette introduction ne résout cependant pas tous les problémes, comme 1'indique
I'exemple suivant {cité dans Smyth) : soit le programme




n: = n+ n»0?

oui/ Mron

™~
= n-1 print 1

print 0
]

5i X est 1'ensemble des suites finies ou infinies de © et de 1, ordonné par 1'ordre
préfixe (ae b ssi la suite b commence par la sous-suite a), alors l'ensemble

des résultats possibles du programme précédent est

s, =f{eb v {0" M| new}
ol € est la suite vide.

Mais 1'ordre d'Egli-Milner conduit & identifier SD avec 1l'ensemble
S,=fel v ("1 | new}u(d)
qui mentionne un résultat, o » gui ne sera jamais donné par ce programme.

Un autre probléme est celui des types dans les langages de programmation. L’on
sait que lors de la compilation-interprétation d'un programme, chaque variable posséde
un descripteur gul peut contenir entre autres attributs le type de cette variable ‘
(réel. complexe, booléen,...) ou sa valeur [AHD] . Le type existe donc véritablement
en tant qu'objet & l'intérieur de la machine, au méme titre gu'une valeur numérigue.
On aimerait donc calculer sur des types comme si 1'on avait véritablement des objets
"primitifs” du domaine [ SHA,NOL) . Cela est-il possible dans le cadre des cpo et des
fonctions continues, en gardant & l'esprit le fait que | est 1'élément "le meins dé-
fini" du domaine ?

Prenons un exemple :

Soit L un langage de programmation qui permet de calculer sur des entiers st .




Jonné par 1’ordre

1l'ensemble

1ble

mme,

wmation. L'on
‘ariable posséde
e variable
véritablement
‘ur numérique.
nt des objets
-es cpo et des

t "le moins dé-

entiers et

3

- 23 -

posséde une infinité dénombrable de constantes de types M, 12, 123,...,123...n,...
pour n € W* , qui correspondent au fait qu'un entier puisse appartenir & 1'ensem-
ble ™, {1.2}, {1.2.3} ., etc... S'appuyant sur le fait que savoir qu'un nombre

est de type {1.2.3,4} est un pas intermédiaire entre 1'absence d'information et le
folt qu'il est égal 3 1 par exemple, on obtient le gpo suivant :

A= 1 02 3 4 5 o
/
1_2_ ~ /
*23
\\
N
1234
7345
N
\\
o 1L=n

Soit le programme bien connu :

F(n) =81 n=0 glors 0O sinon s n=1 alors 1 sinon
F{n-1) + F(p-2) fsi fsi

La fonction calculée F est le plus petit point fixe de la fonctionnelle ci-dessus
définie F -+ t [F] , et
f(12) = s 12 =0 alors O sinon si 12 =1 alors 1 sinon
£{12-1) + f(12-2) fsi fsi
=1 M0FLY + F(U)]) =1L =L
c'est-a-dire que le plus petit point fixe, €évalué en chaque type 1...n, ne donne aucur

renseignement et ceci ne peut donc étre utilisé pour faire des vérifications ds type.
activité pourtant normale pour le prograemmeur. Cela introduit de plus une dichotomie,
qui, on 1’'a vu, n'existe pes au niveau de la compilation-interprétation, entre d'une
part les types "atomigues” comme 0,1,2,... - ol le plus petit point fixe se comporte
normalement - et d'autre part les types "non-atomiques” comme 12, 123,... - of le plus

petit point fixe ne donne généralement pas le résultat espéré.

A ceci 1'on peut répondre qu'il suffit, pour gue le plus petit point fixe
garde toute sa valeur, d'utiliser les &léments "atomiques” comme ryerrou” pour empe-
cher que la valeur du plus petit point fixe n'aille "s'écraser” sur L . Le prix &

payer est que £ ne correspond plus & 1'idée intuitive d’absence d'information.

On obtisnt alors la structure suivante :




N
e

-
.

12345 o

1234, N

123, /
A w \
/"\

n

fes

“sssse. D

-

qui est un treillis complet donc un cpo. Cetts solution est celle qu'adoptent Shamir

et Wedge, mais 1'utilisation de fonctions sur At qui sont des plus petits prolonge-

ments de fonctions définies sur le sous- cpo IN

=NUf1} (due ces avteurs appellent
"tight") requiert dans 1° évaluation de f1234)

de partitionner le type 1234 en 1
et le "reste” 234, qui n'est pas un élément du domaine (cf. (SHA) pp. 477-478),

Cette partition n'a pas de justification théorique dans 1a construction.

D'autre part i1 existe des fonctions continues sur le soys- cpo N, de A’
dont le prolongement minimal
par exemple

n'est pas une fonction continue sur le cpo A' comme

x4 si x #0,.
00
Lyt
Cette fonction est continue sur INL et son prolongement minimal I A, A
est défini par :
FII2) = FID L £2) « o
Frazo.om = #(1) U £12) Ueieo U Flm) = 1 ¥nen
FI0) = £(0) = 0
FO) = FUID U UF s 10D - n

Mais la fonction ¥ n'est pas continue car

M=) = FLU (1..n ne N} ¥
U{f(1...n)|neN5 = U{1|neN"j:1
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Cect ne colncide pes avec les théses (111} et (iv) mentionnés plus haut.

Ce bref survol peut peut-&tre susciter quelques questions sur ia structure du
domaine & utiliser [exemple de Smyth sur les powerdomains), la nature des fonctions
intéressantes pour la programmation {problémes de types), la nature de 1'élément 1

done 1a gualité du point fixe calculé par un programme.

II. Sémantigue algébrigue

La sémantique algébrique [NIV,60G] travaille sur des schémas de programmes
(notion introduite par Ianov {IAN] ) qui sont définis comme des systémes d'équations
sur une algébre M(F,V), o0 F est 1'ensemble des symboles fonctionnels et V 1'en-
semble des variables, appelée magma par M. Nivat. Dn ordonne M{F,V] en introduisant
un Elément O ( = "1'ebsence g'information®) plus petit gue tous les sutres et en
prolongeant 1'ordre par monotonie :

si f[a1,....ai....,an] et f[a1.....bi....,an] sont dans M(F,v u {@h) et

a.c b, alors fl8,,ss2s8,5.:0,81 & fla,,eensbirenssad ]
i i 1 i n 1 i n

La signification d'un schéme de programme est alors définie par M. Nivat et H
J. Vuillemin comme étant un arbre infini approximé par des chaines ascendantes [(dénom-
brables) d'arbres finis, c’est-&-dire d'arbres appartenant & M(F,V U {9} }. L*ensemble
de tels arbres finis et infinis définit le magma complété LGRS qui posséde une
structure de cpo algébrique. M. Nivat décrit ainsi sa construction, inspirsée, dit-
i1, de celle de D. Scott dans "Lattice of flow diagrams" : "Ce que nous avons surtout
voulu faire, c'est expliciter 1'analogie formelle entre schémas de programnes et sys-
temes d'éguations algébriques, et de ce fait l'accent se trouve déplacé de la structure
d'ordre qui sous-tend la construction de D. Scott, vers la structure de magma dont se
trouve muni 1'ensemble des schémas de programmes” . {NIV] . L’intérét de la sémantique
algébrigque est gu'elle factorise toute interprétation d'un programme [au sens de la
sémantique dénotationnelle) & travers une interprétation libre dans ﬂ (F,V) et permet
ep étudiant d'abord cette interprétation de faire le lien avec la théorie des largages
algébrigques et de développer des technigques inspirées de 1'algébre universelle
(Courcelle-Nivat 1978, Goguen 1878,...).

Pour rendre compte aussi des schémas de programmes non-déterministes cette séman-
tique a été généralisés par M. Nivat et A. Arnold en une théorie métrigue od le théc-
réme du plus petit peint fixe dans un c©po est remplacé par le theorsme bien connu du
point fixe d'une fonction contractante dans un espace métrique complet. Le magma M(F.,V

se trouve ainsi muni de la distence
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dix,y) = 0 581 x =y

= 4 sinon

min {n : L EO nn(y]}

oil ﬂn[x] désigne la coupe & hauteur n de l'arbre x € M{F,V). La propriété inté-
ressante est que le complété métrique de M(F,V} pour d, i.e. 1'espace des classes
d'équivalence des suites de Cauchy sur M(F,V), peut &tre identifié avec le cpo
algébrique M (F,V) diminué de }'élément R .

La fonction calculée par une procédure est alors le plus grand point fixe de quel-
que fonctionnelle (Arnold et Nivat 1878). De plus 1'introduction de 1la métrique pemet
d'éliminer 1'élément controversé f(ou L), en supprimant d'une part la notion d'abs-

ence d'information” et en faisant des programmes qui bouclent ce gu'ils sont en fait,
des calculs infinis.

3. La théorie des algorithmes

On peut relever que la sémantigue dénotationnelle a g6té élaborée en partie & par-
tir de la modélisation du A-calcul dans D ., et que la sémantique algébrique prend
ses racines quant & elle dans la théorie des langages algébrigues [GUI] , les tra-
vaux de S. Kleene sur les fonctions récursives [KLE] , et la calculabilité au sens
de Herbrand-Giédel ([MEN] .

Une caractéristigue des travaux de L. Nolin [NOL] sur la sémantique des pro-
grammes (appelés théorie des algorittmes) est 1'approche expérimentale. Le but, plus
ou moins lointain, de toute sémantique des programmes est de fonder une théorie de la
compilation. Et de méme que 1'idée de base de 1’étude par Scott des treillis continus
semble Bire de disposerde la propriété de prolongement des fonctions continues et d'es
paces universels en un certain sens (cf. supral, 1'idée de base de la construction de
Nolin semble &tre de construire un modéle aussi proche que possible de la compilation
des programmes.

Les programmes considérés sont ceux d'un langage qui contient des déclarations
de types, comme Algol 60 par exemple, et le souci primordial pst celui de rendre compt

des phénoménes qui se passent lors de la compilation et 1'éx€cution de tels programmes.

(i) Considérons la séquence pseudo-Algol suivante

boolean X
y t =23
if x then yi=y=*?2 glse y:=y*3 fi
et supposcns qu’elle est fournie & un compilateur conversationnel. Lorsque le complla-
teur décodera la premiére instruction, il réservera de la mémoire pour un objet

appelé x et dont il sait que la valeur sera booléenne, c'est-a-dire vrai ou faux
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(i3 y a donc une petite incertitude sur cette valeur). Lordqu'il décodera la deuxiéme

i1 réservera de la mémolrs pour un objet eppelé y et dont il sait que
au début du calcul tout au moins. Mais dans les deux cas le traite-
ment est au fond le méme : & un objet x (respectivement y} on attache 1'information
ectivement 2). La déclaration goit étre traitée comme une instruction

instruction,

ia valeur sera Z,

pbooléen [resp
d’affectation, i.e. 1'objet booléen ssra de la méme nature gque 1'objet 2. D'ob la

Thase 1 : Les objets gui apparaissent en tant que tels durant le processus de com-

pilation doivent aveoir une existence en tant qu'objets dans itespace des génotations

(1a structure interprétative) a définir

(1i) La guestion qui se pose maintenant est : quels sont ces objets . Réponse !

il y a d'upe part ies types de bsse ! booléen, réel, entier, etc.... d'autre pert les

types qui apparaissent dans les déclarations de

procédures, comme par exemple :

entier naturel procédure ply) entier naturel y

début
etc...
fin

L'énoncé précédent concernant la procédure p donne une premiére approximation

calculée par cette procédure. Il dit simplement que la fonction

de la fonction fD
restreintes & 1'ensemble des entiers

fp appartient & 1'ensemble des fonctions qui,

naturels, donnent une image inclue dans l'ensemble des entiers naturels. Ceci est

noté : f_ € FINWN
si FINN = {foe. |[¥nef  £n) eN)
Cette approximation peut stre rendue de plus en plus précise : par exemple, tou-
jours dans le méme jargon pseudo-Algel on peut dire
(pair — jmpair) et (impair -+ pair) procédure  ply)
debut.
etC...
fin
ce qui nous dit gue
¥ ¢ (F pair impair) n (F impair peair)

i.e. fpe{f...uneu flzn) e M+ 1} n {f.. [ ¥nel £(2n + 1) e W} .

ce qui constitue gvidemment une information plus précise sur -Fp. puisqu’on a le

diagramme
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f pair

1
F impair pair

Un cas limite d'une telle spécification est le tableau qui donne pour chaque valeur
de 1'index une valeur du tableau :

i Qn] Fii} {a,} . 00 [1n]= {1.2,...,n}

A cet égard, 11 n'y a pas de différence fondamentale entre les procédures et les ta-

blsaux, ceux-ci n'étant en quelque sorte que des procédures idéales, "trés bien" dé-
finies au travers de leurs spécifications. D'ol 1la

Thése 2 : les approximations sont faites de fagon naturelle par intersections
d’ensembles de la forme

FXY= {fo. | X)) ¢V}

pour les fonctions calculées par les programmes et pour les tableaux.

Les types, au lieu d'apparaltre en tant que rétractes comme dans la théorie de
Seott, sont ainsi des objets fondamentaux de 1a construction.

(iii} Comme conséguence des deux exigences précédentes il s'ensuit que :

(a) si + est la fonction calculée par la procédure p alers

{fp} = N quelgues F X Y's

(b) si p est récursive alors f_ est un point fixe; f

étant obtenue comme
borne inférieure, c’est un plus grand point fixe. D'ol la

Thése 3 : La fonction calculée par une procédure est le plus grand point fixe
de quelque fonctionnelle.

A
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{peut
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Ceci peut s'expliquer de 18 manigre suivante. Lorsqu'on calcule, on part d'une

valeur trés mal definie du résultat. 1aquelle se trouve quelque part dans un ensemble

(peut-étre spécifié par une déclaratinn}. par exemple : trouver 1'entier qui est

1e 248 nombre de 1la suite de Fibonaccl. L'on restreint alors de plus en plus cet en”

semble par intersections. de manigre a rendre cette valeur de plus en plus précise.

L'infnnnation opyimale - drun point de vue déterminists . gtant cbtenue jorsque 17en-
11 se peut aussi que 1'ensemble soit vide, CB qui

semble est réduit a un singleton -
On s'apergoit g'ailleurs qu'il est plus

peut correspondre a un overflow. underflow,»-

commode de parler de parties QuE 4'6léments.

s maintenant préts pour aborder les détails technigues de cette théorie-

Nous SOMME
e suite donner les grands axes de la constructicn : les obiets seront

ens de 1@ thase 1 (appelés algorithmes par nolin), et 1'on a vu appa-
s objets : F ¢ fa,b) * F ab. et 11intersection

on peut tout O

les types au S
raitre deux opérations sur ce

Nolin va gefinirc un espace qui contient ces objets et qui est

[possiblanant infiniel.

clos pour ces deux opgrations.

La notion de base de la théorie est celle de collection d'algurithnes. Ltauteur

n'utilise pas 1e terme d'ensemble, car eecrit-il ny premigre vue tout au moins, mes

nensembles” A 1texception des ensembles de base, N peuvent gtre gualifiés tels dans

aucune théorie des ensembles connue” {InoL 761 pp. 267). 11 ne definit pas Cf qu'est

une collection mais g'autorise sul’ ces objets les mémes opérations que suT 1es ensem-

bles. c'est-a-dire en gros : prendre 1'union, l'intersection, 1a collection des

es d'une collection, un glément appartenant a une collection.
% une collection de par-

(la collection vide)

parti
51 T (comme mgout™) est une collection non vide,

ties de T close pouT 1'intarsection infinie, et contenant ]
et T comme éléments. on gefinit '
. [v]
M) Y%y g et® & 1'union complétée 3 X, par

Uixi= nize® @ X S2 ¥ie 1}

(23 {Xi} ye1 c f est une prépartition de Y ssi
= U
Y ixi et xi;!quxiq.xj
(3) X € # est atomique ssi X & 1\3 1 Yi = 3¢l tel que X E.Yj

4y Fo: # » & est nommale ssi
yyed f00-= T (FLyy ¢ v atomicue c X}

(5) s XY € & on définit

ex v = (f 1 @R romale et £ £ Y)
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(8) ﬁ% est la plus petite collection gqui contient les F XY ol Y # T
et gui est close pour l'intersection infinie.

Ces préliminaires &tant posés, on définit une collection d'algorithmes de la
maniére suivante :

Soit T une collection non vide, # une collection de parties de T. La
collection & est unpe collection d'algorithmes ssi elle vérifie les guatre

conditions :

(1) 11 existe une collection 9 de parties de T contenant € et T,
et telle gue & est la plus petite sous-collection de parties de T. conte-
nant ® , close par intersecticn infinie et par 1'opération

F: (X,¥Y) > F %Y
avec FX T=T7 et F X0 =20

(ii) soit &B la clbture de @ par intersection infinie, smputfe de @
et T; alors si X ¢ J?B et si Y € i@. X et Y sont incomparables pour

1'inclusion

(111) VXef Xx=U{Ye® : Y atomique © X}

(iv) T est atomigue . o

On peut noter que cette définition énonce en méme temps un probléme de

point fixe @
R- 8 + £
B F

supposé résolu d'emblée. C’est pourquoi 1'auteur, conscient de cette diffi-
culté, s'en tient & la notion de collection, au lisu de parler d'ensembles.

La collection # est munie d'une loi de composition [en fait une appli-
cation au sens du  A-calcul) :

Vx,yeft x{¥l] =n{zep: xecfFvel

Si l'on oublie toutes les définitions qui préceédent pour ne considérer gue
la dernigre, on s'apergoit que ce n’est rien d'autre qu'une évaluation de
type au sens de la logigque combinatoire avec types ( [HINJ pp. 75)

La loi de composition sur # posséde la propriété suivante :

UUQJEJ§£ tel que jg3%5£ on a

M = 0
Gl o B 2D [ljl Z'J] l; (CAQFX Y [23)

résultat qui semble d’écrire un phénoméne analogue & la continuité sur les
cpo et les treillis continue.
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Dans cette théorie les données st types de bases sont interprétés comme des
éléments de le lalgorithmes de base), les procédures comme des éléments de J;
(algerithmes propres).

On peut noter que les préoccupations d'Arnold et Nivat en sémantique algé-
brique, et le traitement des types de données en tant qu'objets de calcul suggé-
ré per Shamir et Wadge, rejoigrent sur plusieurs points 1'argumentation dévelop-
pée plus haut et qui constitue la justification informatique de la théorie des

algorithmes.




Les relations entre ces différentes sémantiques ne semblent pas trés clai-

res et la question & laguelle nous nous intéressons est de les placer les unes
par rapport aux autres. Dans ce qui suit nous propcsons une construction qui
nous permet d'obtenir une telle classification, et nous examlnons plus particu-

liérement les différentes fagons de recomstruire les points de 1'espace & partir
d'autres peints.

De plus, nous obtenons des simplifications dans les constructions déja
existantes et de nouvesux résultats.

Certains auteurs, comme D. Scott et L. Nelin privilégient les treillis. é
D'autres comme M. Nivat, G. Plotkin, J., Vuillemin,... utilisent des structures
ordonnées. L& raison pour prendre une structure beaucoup plus générale, que
nous appelons faisceau est qu'en fait & chague point de 1'espace des dénotations
on essocie toujours un systéme approximant de sous-ensembles de 1'espace, qui
décrit toutes les fagons d'obtenir ce point par approximation, comme point 1i-
mite. Ainsi un élément essentiel de nombre de structures mentionnées ci-dessus,
est la possibilité de reconstruire tous les &léments de l'espace en partant uni-
Guement d'un sous-ensemble restreint d'éléments privilégiés qui sont appelés :
Eléments atomigues (théorie des algorithmes), &léments compacts (cpo algébri-
ques), arbres finis (magmas) . De tels &léments sont appelés dans notre appro-
che éléments rationnels. Cette reconstruction de 1'espace tout entier est faite
soit par une complétion métrigue, 1.e. en prenant les classes d'équivalence des
suites de Cauchy (magma métrigue), soit en prenant les bornes supérieures (ou
les bornes inférieures) de certaines parties (théorie des algorithmes). Cn pour-
rait appeler ce derpier mécanisme complétion élémentaire.

Donc schématiquement :

Eléments privilégiés + complétion &lémentaire — espace ordonné
(les rationnels) + complétion métrique ~—y espace métrigue
complet

Si 1'on considérs la premiére approche, celle de la complétion élémentaire,
on voit alers émerger de fagon trés naturelle la rotion d'ordre élémentaire
telle qu’elle a &té définie dans {NAI] . Cette notion fut utilisée pour défi-
nir la sémantique des programmes avec déclarations de types, et la fonction cal-
culée par un tel programme fut définie comme le plus grand point fixe d'une cer-
taine fonctionnelle.
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Cependant la situation peut devenir plus complexe : ies éléments rationnels
peuvent disparaitre et la notion d'ordre £l&mentaire devient insuffisante. Nous
avons besoin d'une notion plus générale : celle de faisceau ordonné. Un falsceau
ordonné est en gros un ordre Elémentaire dans lequel les rationnels ne jouent
plus de réle privilégié, i.e. dont les fibres ne sont plus contraintes & ne con-
tenir que des sous-ensembles de rationnels. Plus précisément yn faisceau ordon-
né est la donnée sur un espace de toutes les fagons possible de reconstruire les
&léments de cet espace comme borne supérieure (ou inférieure} de certaines famil-
les.

Nous définissons les fonctions régulidres comme étant juste celles qui res-

pectent la "complétion” que 1'on avait sur 1'ensemble de dépsrt. La premiére rai-
son pour prendre de telles fonctions est que nous avons & rendre compte des cal-
culs finis, qui pesuvent &tre exgcutés d'une manigre réalisable dans 1tinformati-
que pratique. La deuxidme raison est de décrire la notion d'approximation utili-
sée pour les appels de procédure, le non-déterminisme, la vérification de type.
Notre notion de fonction réguliére généralise en un unique concept, trés simple,
les notions de fonction continue (Scott), algorithme (Nolin), "tight function”
(Shamir et Wadge)., fonction stable (Berry). Nous mettons, guant & nous, 1l'accent
plus sur la notion d'approximation que sur celle de continuité au sens usuel
(c'est-a-dire au sens topologiquel). Du reste le continuité de Scott n'est, sur

les treillis continus, qu'une semi-continuité inférieure (Scott 1869, {SCS]).

L'idée que nous venons d'exprimer, & savoir le rile central de la recons-
truction des points, vient.naturellement & 1'esprit lorsqu'on considére la dé-
marche d'un auteur comme Scott, par exemple, et sa non-utilisation des cpo's
(Scott 1975, pp 355). Elle consiste simplement & constater gue pour construire
D, . on utilise des espaces trés particuliers ol les points peuvent étre obterus
par approximation. C'est donc une vision locsle du probléme posé par 1l'éguation
D~ [D~+ D], qui est analogue aux méthodes utilisées en géométrie aslgébrique
[MUM] ob 1'on travaille surteut aux voisinages des points. Une autre idée est
celle qui consiste & se dire que 1'on a résclu une gquation aux espaces dans la
catégorie des treillis complets (en fait des cpos ) en utilisant des limites
dans cette catégorie. Et de développer une théorie équationnellie des domaines,
dans le cadre des catégories, ol les sujets manipulés sont des espaces tout en-
tiers. C'est donc une vision globale du probléme. Elle est celle de Plotkin et
Smyth [PLS] et de Hofmann 1878,
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L*approche locale Ou "faisceautigue™ que nous développons ici peut sembler
plus proche des préoccupations immédiates du programmeur, & la recherche de “bons
espaces” pour exprimer ses calculs, et dont les procédures, souvent, ne dépassent
pas quelques niveaux de fanctionnalité.

Elle parait aussi de nature & satisfaire le théoricien en lui permettant
aussi d’exprimer 1'approche giobale. Il & pu sembler qu'en passant aux catégories
1'aspect "reconstruction des points & 1'intérieur de 1'espace” &teit occulté et
donc n'avait pas d'importance. En fait & chaque objet manipulé dans les catégo-
ries considérées on associe toujours une ou plusieurs fagons d’obtenir cet objet
comme limite & partir d’autres objets de la catégorie. On retrouve ainsi une no-
tion de "reconstruction des objets & l'intérieur de la catégorie™ analogue &
celle de reconstruction des points. Les foncteurs utilisés sont ceux qui préser-
vent ces limites, c'est-a-dire qui vérifient une propriété trés proche de celle
qu'on avait sur les fonctions. On retrouve donc la méme notion.

5n sait gue tout ensemble partiellement ordonné peut étre considéré comme
une catégorie (cf. Mac Lene 1976, pp- 11); si donc on se restreint aux fais-
ceaux ordonnés, on peut tout dire & 1'intérieur de la théorie des catégories.
Mais, outre qu'on gagne en généralité, il est une autre raison de rejeter une
telle restriction, du moins de prime abord : c'est gue 1'exposé des problémes
est plus facile o'accés lersqu’on adopte d'emblée une approche ensembliste, et
qu'on n'emploie ainsi gue des outils trés usuels. Il nous a paru aussi plus didac-

tigue d'élucider en premier lieu le concept informatique. pour lui donner un mou-
le mathématique convenable.

La suite de ce mémoire s'articule donc comme suit :

Le chapitre O contient un résumé sommaire des chapitres suivants

Le chapitre I introduit la notion générale ce faisceau et quelgues-unes de ses
propriétés.

Le chapitre II aborde les propriétés @lémentaires des faisceaux ordonnés et en
donne une classification.

Le chapitre III définit la notion de fonction réguliére et examine la question
de la construction d'une structure de faisceau sur ces espaces de fonctions régu-
ligres. On y présente deux méthodes utilisées, respectivement, pour la premiére
fois par Scott et par Nolin.

Au chapitre IV on examine la guestion du calcul de limites de faisceaux et

son lien avec la théorie &quationnelle des domaines développées par Hofmann,
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kin et Smyth. On ¥ construit un domaine A

u’'objets et généralise lg modéle E

qui contient des types

de Wadsworth.



CHAPITRE O

Résumé

Nous reprenons les notions d'approximation définies par D. Scott 1869
treillis continus), L. Nolin 1971 (collsctions d*algorithmes), K.H. 'Hofmann
1878 {ordres approximants), A. Shamir et W. Wadge 1977 (structure de type
sur un domaine), ADJ 1977 (posets inductifs),A. Arnold et M.Nivat 1878 (magmas
métrigue) etc..., en les présentant dans un cadre général qui permet de les
placer les unes psr rapport aux autres et d'étudier leurs propriétés. Nous es-
pérons ainsi jeter les bases d'upe théorie unifiée des modgles de sémantigue
des langages de programmation.

I. Faisceaux

La premiére notion d'approximation que nous examinons est celle qui permet
d'obtenir des points comme limites d'autres points.

I.1. Notion de faisceau

Soit X un ensemble, & (X) 1'ensemble des familles d*éléments de X.

Un faiscesu sur X est un couple < A8 > de fonctions :

- A :ﬁ (X) =+ X partielle surjective notée presque toujours, si

f + IT+X) e S (X), 1lim f(i)
iel

- B X>@(F (X)) injective
vérifiant la propriété de Fubini d’une part

Vwedx), wIxJ =+ X,
si 1lim (lim w(i,j)) existe

iel Jel
(resp. si  lim {lim w(i,j)) existe) alors
Jediel
lim wfi,j) existe aussi et on a 1'égalité
1,3) eI xJ
lim {lim w(i,3)) = 1im w(i,j)) (resp.lim{1im wli,j)) = lim w(i,3))
iel j€2 (1,5 eIxJ jeJ jel {i,])el.d

et la propriété de reconstruction des points d'autre part :

¥xeX Vo 8x) X = A(0) = lim(o) o

La valeur B{x) de la fonction B su point x est appelée fibre de x.
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La topologie de Scoti sur un espace partiellement ordonné, les collections
d'algorithmes de Nolin, les structures de type sur un domaine su sens de Shamir
gt Wadge, le magma métrigue d'Arnold et Nivat, la notion de convergence utilisée
dans Manna et Shamir 1877, 1a notion de convergence au SEns de Kuratowski-
Painlevé., 1*utilisation qui est faite du A-calcul en sémantique formelle des

langages de programmation, définissent des structures de falsceau.

Les faisceaux sont clos par produit et coproduit et on peut également dé-

f£inir des notions de sous-faisceau et de faisceau-quotient.

1.2. Classes de faisceaux

Spit X un ensemble muni d'une structure de faisceau < X.B> .
L'ensemble
N(X) = NK,B (x) = {fueX: 3xeX 3oeBlx),
T o I+X, 3Fiel u = ofil)

est appelé novau du faisceau. Un élément u € X est ratiennel. ssi

YoeBlu) o0:I+X, 31 € Dom{o) u = o(i)
Le faisceau <hi,B8> est élémentaire ssi son noyau ne contient que des éléments
rationnels.

Le faisceau < A, B> est ordonné ssi X est partiellement ordonné et A
prend les bornes supérieures (resp. les bornes inférieures) des familles d'éie-
ments.

Le faisceau ordonné <h,B> est ordonné monigue (au sens restreint} ssi
i1 existe une fonction s @ X+ $(X) croissante telle que

¥x e X B(x) = {ids(x] ;oslx) + s(x)} .

Pour tout x  slx) est appelé spectre de X. On note a<b ssi a&¢€ s{b)

sl mih i e

(a approxime b).

Proposition 1.1, ¢

Les faisceaux ordonnés moniques (au sens restreint]) dont les spectres sont
des sections commergantes du noyau colncident avec les connections de Galois
A

¥ = T £ X
5

t.g. Aos = idx .




I1.3. Fonctions régulidres

Soit X un ensemble muni d'un faisceau < A,B > , Y muni d'un falsceau
<A*,B'> . Une fonction f : X Y est réguliére au point x  ssi
¥ o eBx) fix) = X (fla)).

Les fonctions continues au sens de Scott, les algorithmes au sens de Nolin,
les fonctions "tight” de Manna et Shamir 1977, etc... sont des fonctions Tégu-
lidres.

L'identité et les fonctions constantes sont toujours régulieéres. Les pro-
Jections d'un produit de faiscesux sont régulidres.

Une fonction de plusieurs variables est régulidre ssi elle est réguliére
en chacune de ses variables [Prop. 1.4).

On note [X + Y] 1'espace des fonctions réguligres de X dans Y.

Si Y est ordonné on munit [X =+ Y] de 1’ordre peint par poeint {extensionnel)
¥f.ye [X+Y] fgg ssi ¥xe X fix)eglx}

Si X et Y sont des faisceaux, un faisceau sur 1'espace [X + Y] est

fidéle ssi V¥F ¢ [X =+ Y] YO eB(f) (avec o: I» [X + Y] , i+

¥x ¢ X iim F,{x) = f(x).
1y i

Si les espaces fonctionnels sont munis de faisceaux fideéles alors 1'abs-
traction est une fonction faiblement régulidre. (g : A+ B ast faiblement
régulitre ssi VYx e A Yo e 8(x) limg f(0) existe 5f(x] = lim ((0))1.

Par contre si les espaces fonctionnels sont munis de faisceaux fidéles,
1'application {ou évaluation) est toujours réguliere.

I1. Faisceaux ordonnés

Tout faisceau ordonné élémentsire définit un ordre élémentaire (cf. Nait-

Abdallah 1578) et réciproguement. Tout cpo algébrigue posside une structure
de faisceau ordonné monigue {f.0.m) &lémentaire [2.8).

Si 54 et s, sont des fonctions de X dans #®(X) définissant des
fom sur X, ondit que le f om défini par 8, est plus fingue le fom
défini par 52 ssi

¥x e X 31[x] < sz(x].
Si X est un ensemble partiellement ordonné, 1’ensembile des f om (au
sens restreint} sur X ordonné par la relation "&tre plus fin gue” a une struc-
ture de semi-treillis complet dont le "bottom” est constitus par le faisceau

six+ dx={yeX:yex}

(Prop. 2.11)
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Un faisceau <A,8» sur un ensemble X est interpolable eu point @ € X

ssi VYx ¢ X ona
N o € Bx)
{31 e Domlo) e = @111 ¢ {3k e Domlo), u =0 23,
¥ TeBlul) 43 € Dom(T) e= T(3)] .

Dans le cas menigue (restreint) ceci se réduit & :
g e slx) ¢= 3 ue s8ix) e € slul.

Les treillis continus, les faisceaux {ordonnés) &lémentaires sont interpolables
en tout point approximant. Les faisceaux (ordonnés) sont interpolables en tout peoint
rationnel.

Un faisceau ordonng est stable au point x € X ssi

Yy € X, ¥a e NX) (noyau de X) agxcy impligue 1'éguivalence des

deux assertions suivantes 3
1) 3 g e Blx) 341 ¢ Dom{o) a=0 (1)

(i1} 3 1 e Bly) 33j ¢ Dom(T) a=1 (j).

Dans ie cas monigue ceci se réduit E)

¥yeX x ey = s(x) = (+¥x]n s(yl.
Le faisceau SW est stable; le falsceau N est stable sei les rationnels sont
incomparables entre eux.

On s'apergoit alors gue tout £ om gui est une connection de Galois
est stable. Tout f om sur un espace dirigé X qui n'est pas une connectian
de Galois pesséde un point d'instabilité (lemme 2.16). En ce qui concerne les

£ om la stabilité et 1*interpolabilité se relient de la fagon suivante.

Lemme 2.17 : Soit X un poset muni d'un f om,
xeX et tx= {ZeX:xes@}.
Si les spectres des y eTx  sont dirigés et sile fom eststable sur T,

alors le f om est interpolable au point x. =]

La notien de treillis continu au sens de Scott s'insére de fagon élegarte
dans ce cadre.
i'ensemble de ses parties ordonné

Proposition 2.18 Sgit X un poset. X}
par inclusion, munis tous deux de leur topologie de Scott, s : X = £(X)

définissant un  f om sur X. Ona:

(i)si s=8s, tx +n{le Id_ X1x g VI}

3

i
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et si le faisceau est interpolable, alors s est une fonction continue en
chague point pour les topologies de Scott de X et P(x).

{i1) 81 s est continue en chagque point pour les topologies de Scott
de X et ®(X) alors

Vx e X s(x]sn{IeIdch:x<guI} a
1

I11. Espaces de fonctions régulidres

Toute fonction réguliére sur un f om est monotone. Et sl X est
un f om (su sens restreint), Y un sup semi treillis complet, alors toute

fonction régulidre f : N(X) » Y admet un unique prolongement régulier (3.5)

La régularité de la composition de deux fonctions régulidres exige des

conditions particuliéres (3.7}, mais on peut définir la "composition réguliere”
suivante

o N[X = ¥] x N[Y + 2] x N(X) + 2
o= MeNIX+YLige NIY+F) A€ N(X).g(f(u))

qui généralise la composition usuelle et tient mieux compte des structures

de faisceaux particuliéres qu'on manipule. De plus, dans le cas donné, si

X est un F om élémentaire, si [X > Y] et [Y-+ 2] sont des fom fi-
deles et élémentaires, si Z est un espace partiellement ordonné complet
sous condition, alors l'appliication e est régulidre sur 1'espace

[X + ¥YIx[Y = 2] x X muni du faisceau produit. En particulier la composition
o fournit, & partir de fonctions réguligres, des fonctions régulieres

(Prop. 3.8). L'associativité de 0 est assurée dans certains cas (3.9).

IIT.1. Faisceaux sur des espaces de fonctions réguliéres

5i X et Y sont des faisceaux ordonnés tels que Y est nermalisé,

le faisceau de la convergence simple sur [X + Y] , lorsqu'il existe, est

défini par la relation
f<g &= [¥xeX fi{x) < g(x)) «¢=
(¥x e X Fix) € s(g(x)))

Le probléme de munir un espace de fonctions régulitres sur des faisceaux
ordonnés, d'une structure de falsceau, se pose alors sous sa formulation la
plus générale. Pour résoudre ce probléme dans un certain nombre de cas perti-
nents en informatique, on examine quelques m&thodes inspirées par les échelons
de Scott, les échelons de Nolin, les falsceaux continus. La construction appe-

1ée "powerdomain” par Smyth et Plotkin, vue sous cet angle, prend un relief
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particulier et se relie & la sémantigue dénotationnelle d'Arnold et Nivat.

si D et D* sont des faisceaux ordonnés e e€ D, e' €D on définit
1'échelon de Scott fou gchelon inférieur} [e,e']m (avec ™ € e') par
[e.e’]m xeme' sl VYoeBlx) 3: ¢ Domlc) er= agii)

m sinon

et 1'échelon de Nolin (ou gchelon supérieur) <e.e'>m (avec e'E m) par @

<e,E'>m :xw e’ sl xce
m sinon.

Tout échelon de Nolin est une fonction régulidre.

a. Méthode des échelons de Scott

a) Cas monigue : Si D et D' sont des faisceaux ordonnés moniques. toute
fonction réguligre f : D~ D' minorée est borne supérieure d'une famille
d'échelons de Scott (3.12), et un gchelon de Sceott [e.e‘]m est régulier si et
seulement si D est interpolable en e. D'ob 1'on tire, s1 D est interpola-
ble, une structure de faisceau sur b+ D‘]* , avec

(0+0'] = {f e [D+D'] : f est minorée}
dont les &léments approximants sont les &chelons de Scott. Et par la méme occa-

sion, si nous prenons :

[o-+0'1, = {felD~+D'3: Fm(f) e D' ta Vx e 0 mif) < £x3}

nous obtenons un falsceau de 1a convergence simple sur (D + D']ﬂ* (Corol-

laire 3.14).
Cette construction peut Btre itérée dans les conditions suivantes :

Propogition 3.16. : soit D,D' des f o m. Supposons D interpolable et
(DD, come ci-dessus. Munissons [D + D'1l  du faisceau de la conver-
gence simple et supposons de plus que D' vérifie les conditions suivantes
(1) 11 est stable
[ii) ses spectres sont des sup de mi treillis.
Alors le fom [D=~+ D'E** est interpolable et vérifie les deux conditions

précédentes (1) et (i4d.

En fait si D est glémentaire (ce qui est un cas particulier d'interpo-
1abilité) on peut imposer, dans les conditions du Corollaire 3.14. certaines
proprigtés de canonicité & la décomposition des fonctions minorées en échelon

de Scott (Prop. 3.17)
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b} Cas général : La méthode se déduit du cas menique. S1 D et D' sont
des faisceaux ordonnés, 1'6chelon de Scott [a,e']m est régulier ssi D
est interpolable au point e (3.18), 81 1la fibre B(x) de chaque x ¢ D
posséde un Elément minimal au sens des prolongements (3.15), alors toute fonc-
tion réguliére f : D » D' minorée est borne supérieure d’une famille d'éche-
lons de Scott.

On peut opérer de manidre analogue en utilisant 1a notion de faisceau
ordonné stable : Si D et D' sont des faisceaux ordeonnés tg D' est
stable)tnute fonction f : D+ D’ réguligre, monotone, minorée est borng su-
périeure d'une famille d'échelons de Scott.

D'oll une structure de faisceau sur cette classe de fonctions régulidres
en rajoutant 1'interpolabilité de D (Propositicn 3.21). On note qu'on ob-

tient ainsi un faisceau monique sur 1'espace des fonctions, ce qul nous ra-
méne au cas précédent si nous voulons itérer.

B. Méthode "Continvité de 1'espace des images”

a) Cas monique : S1 D et D' sont deux fom interpolables, oo D

est continu au sens de Scott et contient 1, alors 1'espace (D » D'] possede

une structure de faisceau continu et contient 1

bl Cas général : Dans le cas général entre en jeu une autre fagon de généra-
liser 1a notion d’interpolabilité restreinte aux f omi nous 1'appelons
1'interpolabilité giobale.

Un faiscesu sur un ensemble X est globalement interpolable au point

e e X ssi pour tout U e X nous avans
[¥T1e 8w 3 k € Dom(1) e = T(k]] @=>

Ixex { [¥oeBIx) 31 ¢ Domio) e = g(i)) A
A (¥ TeBlul 33 € Doml1)  x = 7(4)))

I1 vient alors :
Proposition 3.24. : Sait D un faisceau crdonné interpolable et globalement in-
terpolable. D' un faiscesu continu au sens de Scott, interpolable et possé-

dant 4 . Alors 1'espace [D + 0']  des fonctions régulidres monotones, ordon-

né extensionnellement, posséde une structure de faisceau continu et contient:. o
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. Mgthode des gchelons de Nolin

Y. _Méthode des 6CNelOR® == ——=—

si D et D' sont deux faisceaux ordonnés , o ~» D']max 1’ espace
des fonctions régulieres de D dens D' qui sont majorées et manotones
croissantes, slors toute fonction de o -.0'} max ost borne inférieure
dg'une famille d'échelons de Nolin (3.27}. Si D est gélémentaire, on peut
donner une définition plus »canonigue” de cette famille (3.28), analogue 2

ce que l'on avait dans le cas des échelons de Scott.

I11.2. Sémantigque d'un langage de prngramnation avec déclarations de_types.
et rétractes
11 a 6té indiqué (cf. [noLl . [SHAT ) que les types peuvent &tre appro-
chés en tant qu’objsts de calcul. Nous uytilisons la notion de falsceau ordon~
né pour préciser et développer Ce point de vue et construire une sémantique
du plus grand point fixe des progranmmes typés
FaB:GBxleT [G) (x)
Appelons encore T 1a fonctionnelle associge (par composition réguliére)
au terme T [B] .
Proposition 3,39 : Soit X estun fom glémentaire. distributif, complet
sous condition, f € [x > X1 . Alors si la suite {Tn(fal} e gst conver-
gente sur p ¢ X, pour le faisceau associé 3 1a topologie de Scott pour 1l'or-
dre inverse sur [x~+x3 . rg Tn(fc] est solution sur D de 1*équation
fonctionnelle B < T(g). Si fo = Ax.T TR Tn(fnl est le plus grand point
fixg sur D de T . a
on appelle domaine commode un f om 6lémentaire ¥, complet sous condi-
tion, possédant T et possédant la propriété de distributivité :
ya € X ¥ScX al(lifs : s € 1 = WaNs:s € 33
A la déclaration de type dans 1a définitien récursive ci-dessus, On @sso”

cie une transformation fonctionnelle :

N,y t + M.Ax.<ab ™ T(£){x) >T(x] ot a (resp. b) interpréte o
(resp. B} gui décrit le filtrege opéré par 1a vérification de types dans un

langage comme ALGOL ou FORTRAN.

i X est un domailne commode et si [x+ X] est muni d'un faisceau fidé-

le. Na b transforme des fonctionnelles réguliéres en des fonctionnelles Tégu-

1iéres (Prop. 3.40).




La fonction calculée par le programme
Faf: Glxlet [G I(x)

sera alors le plus grand point fixe de la fonctionnelle réguliére T' = Na b['r].

Quelle relation y a-t-il avec la théprie des rétractes de D. Scott ?
Si X est un faisceau, appelons rétraction sur X toute fenction régu-

lidre r : X+ X tgq. ror =r1; r définit alors le rétracte r(X}-

Supposons que tous les espaces fonctionnels sont munis de faisceaux fi-

deles.

Lemme 3.42. @ Soit X un faisceau, Y un domaine commode a € X, be Y.
Alors

(i) la transformation N est une rétraction sur 1'espace des transfor-

a,b
mations réguliéres

(ii) il n'existe pas de rétractions r : X*> X, t: Y=+ Y
tq. VfelX=+Yvl N (fl=tofor

(L.e. tqg. Na,b = t o—ar)

La rétraction Na b et le rétracte de Scott u o— v jouent donc un
s

role distinct.

IV. Faisceaux sagittaux et limites (théorie globale)

Une deuxiéme forme de la notion d'approximation est celle qui permet de
reconstruire des espaces comme limites d'autres espaces. Soit U un univers
fixé. Les faisceaux considérés auront tous leur support dans U.

Si X et Y sont des faisceaux, une fonction f : X + Y réguliére est
fortement régulidre si et seuvlement si

¥Y¥x € X Yo ¢ B(x) (Ff o 0) e B(fix)]

La catégorie Fais qui a pour abjets les faisceaux et pour morphismes les
fonctions fortement régulidres a des équaliseurs, coequaliseurs, produits et
coproduits. Elle est donc compléte et co-compléte.

I1 en est de méme pour les catégories de faisceaux Foen, Ups. Dcont.
DAlg,... Ceci indique comment obtenir certains objets comme limites fou co-
limites) de diagrammes. Nous appelons faisceau sagittal cette généralisation
de la notion de faisceau. La théorie des catégories n'intervient ici que pour
nous fournir un langage commode.

L'exponentiation de faisceaux peut se faire de diverses maniéres
(Prop. 4.4. 4.5.).

Pour manipuler convenablement la notion de type nous utilisons une double




e Y.

ransfor-

NC un

rmet de

univers

iére est

ismes les

uits et

cont.,
ou co-
lisation

que pour

ne double

- 45 -

structure de faisceau sur un gspace, OuU bifaisceau.
I1 existe une exponentiation particuligre sur les bifaisceaux qui est obtenue
avec les &chelons de Nolin :

Progosition 4,20, : Seoit BFt la catégorie dont les objets ont pour faisceau

inférieur une structure de Foen, et faisceau supérieur une structure de
D _Alg, et sont munis d'un T, et dont les fliches sont les fonctions réguliéres
simples pour le faisceau inférieur.
Alors
N ¢ FoenxBFt + D Alg
%Yy =+ [X=+Y]
{défini sur les objets par: [X + Y] est muni du faisceau algébrigue défini
au moyen de Prop. 2.18 par la fonction
¥Ff elx » Y] s : ¥+ slf)
s(f) = {<e.e'>T . e' a ¥{e), e rationnel et g' compact pour le faisceau supé-
rieur de Y} est un foncteur. ®
En utilisant la notion de bifaisceau commode (qui ne sont rien d'autre gue
des domaines commodes munis d'un faisceau supérieur qui est dans ELé}g). on

construit un domaine avec types A, . généralisant le domaine E_ de

Wadsworth :

Théoréme 4.27 : Spit D un bifaisceau commode, alors le schéma d'approxima-

tion de Wadsworth fournit dans Set upe limite projective A, gui est telle que

i) A = D+ %}m Ak' 1z limite des Ak pouwvant &tre calculée dans
D Alg, ce qui munit A d'une structure de faisceau
(i1) si [A > Amlp est 1'espace des fonctions réguliéres partielles de

A dans Ay alors i1 existe une bijection

li_m AKH LA~ Am} e

En particulier Am contient 1'espace de +outes les fonctions réguliéres

de A_ dans A . 2
© oo
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Notations et définitions générales

Un uwnivers est un ensemble U possédant les proprietes suivantes
(i) xeceuell==gpxel

(ii) ue Uetve U impliquent {u,v}, <u,v> et u x v ¢ U

(iii) x e U implique P(x) € U ot Ux ¢ U

{iv) siw={0,1,2,...} est 1'ensemble des ordinaux finis, alors we U
(v) 8i f : a—+b est une surjection telle que a ¢ Uet b c U alors

bel

Si X est un ensemble et U un univers, on appellera ensemble des famil-

les d'éléments de X l'ensemble de fonctions

Fy ={f:1+%]1eU).
Un oxdre partiel © sur un ensemble X est une relation binaire qui est
reflexive, transitive et antisymétrique. Si X est un ensemble partiellement

ordonné {cu poset), pour tout x € x nous définissons la section commencante

principale :
tx={yex:ycx)
Une partie § c X est dirigée ssi
Yvoxes Fzes z2 X,y
Un igégl I c X est une partie dirigée telle que ¥x € T +x £ I. Si X est
un poset, a chague partie S c X nous associons, si elle existe, sa borne
supérieure Lis (resp. sa borne inférieure [S). Ceci d8finit des fonctions
partielles ll, M. Chaque fois que nous considérons un iddal, nous supposons

qu'il est convergent, i.e. a une borne supérieure. MNous notons Idcv(X) 1'en~-

semble des idéaux convergents de X.
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CHAPITRE 1
vantes
FAISCEAUX
-]
e o
dors we U
U alors I - NCTICN DE FAISCEAU
Intuitivement nous allons définir un feisceau comme la description de
des famil- toutes les fagons possibles de reconstruire les &léments d’un espace comme
limites. Dans la suite on appellera & (X) 1'ensemble des familles d'éléments
de X; i.e. des applications g: J - X : ] "’Xj . [X est ici un ensemblel.
 qul est DEFINITION : Spit X un ensemble. Un faisceau sur X est un couple de
~tiellement fonctions <« A0 » ‘
~mmencante At F(X) 5 X (partielle) surjective (parfois notée 1im)
@ X 2% (X)) injective
ol a vérifie :
1. la propriété "3 la Fubini” suivante :
¥ femille {”ij} 1en,5ed ¢ X sion a que
alga (g wij :jeJi)ieIy) existe (respectivement
Si X est M{ A (i wij v i el k] : j€eJy) existe) alors la valeur
borne Al § ’*’ij :1¢I,J€3}) existe aussi et on & 1'égalité
actions R{f_wij tiel, jeJ}) = a[{a({wij :jJedp) s ie I})
supposons (resp. a ( { wij riel,jedy}) = at;.aqwij :ie I}] tJeJdi))
(X) l'en-
w

2. la propriété de reconstruction des points suivante :
¥ x eX ¥ e glx} x = A6}




Remarque 1 : On sait qu'en théorie de 1'intégration le théordme de Fubini
s'énonce de la maniére suivante :

si (x,¥) « f(x,y) est une fonction mesurable et non-négative sur le

pavé 8= f(x,y) = a ¢x ¢b, C2yx d} . alors 1'existence de 1'intégra-
le itérée

b d

I [[ f(x.y]dy] dx
a c

implique que f{x,y} est sommable sur A et on a l'Bgalits
(b d
i [J f[x,y]dy] dx = jJ- flx,yldx dy.
Ja c s

L*analogie des roles joués par le signe f et le symbole A est & l'ori-
gine de notre terminologie. o.

Remargque 2 : La définition précédente n'utilise que des fléches. Si on se
restreint aux fonctions X qui vérifient la propriété de Fubini, on peut

l'exprimer alors en disant que la diagramme suivant est commutatif :

X & @ (F (X))
AN Vi
G2

PN
‘L} \lg[x]L/
avec § 1 xm [fxpaf{x}!) et Pa(S) = {als) : s € S D

Terminologie : ¥ x € X B(x) est la fibre de x, un élément &€ @(x)
est un systéme approximant de x. L'ensemble

N;\ e (X) = U{Imle) : seplx), x « X3 est le noysu de faisceau
<A.B> . La fonction A {ou 1im} sera souvant appelé limite, et on notera

2[{51 : 1 €I} = lim sy
1el

comme en analyse réelle par exemple (s'il y a ambiguité sur 1'espace con-
cerné, on notera

Hm, = 4m : (X)) o, X
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Ainsi la propriété de Fubini peut s'écrire plus simplement

¥ famille {“ij} ier,§¢J ¢ X dés gue limtljm ”ﬁj’ {respectivement
14m(lim &, .)) existe alors 1lim W] existe aussi et on a 1'égalité.
g B iy M

On appellera @-faisceau un faisceau dont les systémes approximants

sont des suites, i.e. des applications ¢ : N L X

si x € X, on peut définir un préordre sur les systémes approximants

e pix) par:
<5 <= Ine) g Imls”)

En passant & 1'ordre partiel quotient, s'il existe un plus grand élément,

on appellera spectre de X s(x) ce plus grand élément (dans des condi-

tions que nous éclaircissons dans la remargque 3 suivante).

Un représentant quelconque de cette classe d’équivalence, sera appelé

systéme spproximant spectral (en abrégé sas) de x et nous noterons

ss(x) un tel objet.

Exemples : Quelgues exemples de faisceaux sont donnés par @

(i) topologie de Scott sur un espace partiellement ordonng : Soit X

un poset muni de la topologie de Scott. Alors on peut définir canoniquement

sur X 1le feisceau appelé faisceau S

ArG(X) 4 X par
& v Iml(e) ﬁE, U(Imle)) = Als) o & est une famille, dans le cas
oit la borne supérieure U(Im(E}) = Ll{xJ :J€J} [xj = g(3j) ¥j) existe
Bz X o SIS
X m {8515 estune famille dirigée d'éléments de X et x = WS}

2 est surjective, @ injective et la propriété de reconstruction des points
est vérifise. (En fait la propriété de reconstruction des points entraine
toujours l'injectivité de @& et 1a surjectivité de A ces deux propriétés
ont &té incluse dans la définition pour aider 1'intuition). De plus

A= Uo Im posséde bien la propriété de Fubini, car

}ifi Gy = Y

u = u
£y “EJ] 3 ty quB




6]
En effet a 2 by ‘Jij & Vi) a = uij,et

a ;L?Li[ljlu{j}@»’i a 3 Iﬁ‘uij &
i L
Yivj a = Uij e a = by w:'lJ .

Donc, si W: (4,]) v wii,j) = "Jij

= U 2 W W ' i
a i u@d & a g 13 et c'est le plus petit

& a '-:.ft 131 Ld:’lj) et c'est le plus petit
= ju ) =
R S P U - I 1Py e g

NB1 Dans 1'exemple précédent on note que la Iimite 3 n'utilise

que
la partie Im(g) {image de ¢)

des systémes approximants 6. On aurait
alors pu se contenter, en simplifiant la notien

A Q(X) —- X
B: X & (91X

de faisceau, de prendre

avec la méme définition modulo la factorisation par Im.

NBZ : Noter que ceci a été fait pour un poset X muni de la

peut faire la méme chose si X

topologie
supérisure de Scott. On est muni de la
Scott, en remplagant o par r1 et les parties

dirigées per les parties filtrantes. {On cbtient alors le faisceau Sinv).

topologie inférieure de

{ii) collectiens d'algorithmes de Nolin : (faisceau N)

Supposons qu'il existe un ensemble

X gui ait la structure d'une
collection d’

algorithmes au sens de Nolin, munie de prépartitions comme

spectres (cf. version non publiée de la théorie de Nolin (cours de DEA}).

Alers on peut prendre :

A (X)) o X

(faisceau N)
X285 US (union complétée sur X)
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g1 x—PUFX)

X —y {S c X : S5 estune prépartition de x en &léments atomiques}.

La propriété de reconstruction des points est donnée d’emblée. La proprié-
+6 de Fubini se déduit du cas précédent en notant que X muni de 1'inclu-
sion est un poset. (Ne pas oublier que les &léments de X sont des par-
ties ). On peut noter ici gque Y x & X, la fibre [B(x) est rédulte aux
wssﬂﬂ.&eﬁﬁ:sﬂmtr.feﬁu],S=Imﬂ. s' = Im(e').

Alors Ys &S 5§x=5,\-e/s, s Vs es 3s' € 8 s €8
car s est atomique. De méme
¥s' €58 dses s' € s
. ' c g &
Donc Vs €S 3 s €S 352€S 5,5 €5
-
d'od 51552

Comme S est une prépartition (voir la définition dans les prolégoménes)
il vient 8, % 8, = s', Donc S = §' , donc
¥xex Voo eFX)] O0€pxI=In) = In(o)
On a Noyau (X) = { atomiques} .
Moter qu'on peut aussi définir, au sens de Prolég. 3 pp. 30

(clause (ii1) le faisceay N, =<}.p'> ob

Bt x.-;i{y € X :y atomigue € x}}.

1'ensemble € p'[x} gtant indexé par lui-méme.

(iii) structure de types sur un domaine. d'aprés Shamir et Wadge :

(faisceau SW).

Spit D un doma2ine, i.e. un CPpoO ; E une structure de types ainsi
définie par Shamir et Wadge :

"~

D est une partie de P (D} telle que

(1) ¥ deD laed

(11) De B

(ii1) E est clos par intersection infinie




(iv) Vyxeb x =dx et x contient les bornes supérieures

de ses parties dirigées (i.e. est fermé pour la topologie de Scott).

On peut noter que sur un poset, tous les fermés au sens de la
topologie de Scott sont des sections commengantes (i.e. des lowersets)
car sinon soit F ¢ D fermé, soit ue l F tel que u ¢ F, alors
ut CF qui est ouvert. Comme fF est une section finissante [upper-
set), il vient 3f ¢ F  f¢ (F o absurde.

D'autre part
¥debD d =4d (fermeture d'un point)

D'ob si on note F(D) = le treillis des fermés de D au sers de la
topologie de Scott, ordonné par inclusion, 1'énoncé de la définition
précédente peut se simplifier en disant qu’'une structure de type 6 est
un sous-treillis complet de F(D) clos par intersection infinie, con-

tenant D et les fermetures des points de D.
Ceci détermine lc faisceau (noter qu'on peut “remplacer” ici
F(D} par T} e K (D)) :

A 4[5] - i] (faisceau SW)
S — us = Us {union complétée)
g: D —, S dn

xprfgdd s dex}y . {id :d e x} étant incexé par lui-méme.

Ici encore la fibre de chaque point est réduite & un seul élément,

le spectre.

{iv) magma métrigue d'Arnold et Nivat 1878 :

Soit X le magma métrigue complété noté W(F,V) . par ces auteurs.

On a le faisceau AN

A F (X)X
(x ] — lim x si la suite (x_). est conver-
n n n n

neN
gente

i X o FIK(XN)

x — {ly

: [ynJ est de Cauchy et x = lim Y.}

n]n eN
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Montrons la propriété de Fubini :

Supposons dque 1im (lim whm] =a i.e. existe.

n m

Ceci implique—t-il
a = lm(lim w_} = 1im w ?
nm nm

m m n,m

1'hypothese est équivalente a

Nert an, n» Ng =3 dia.l%man,m)<a
&= ves0o INg n> N =3 d(a.bnl < £ avec

bn vérifiant @

Vg0 BM,) m > !‘I.) -3 d(bn.\\rnm) <wn

' ’
Soit maintenant ¢t » 0 tel que €= 53 et % < 55 . Alors

28
N 3 » < S5 ¢ ¢ .
dla "Em] < dla bn] + d(bn wnm] 3 £
Donc w}m converge vers a. g.e.d.

Gn a& donc bien une structure de wfalsceau sur X

(v) 1a noticn de conwvergence utiligée dans Manna et Shamir 1977 :

(faisceau MS) :

L]
Si (xn]n Y est une suite sur 1'espace X, on dira que (xn]

converge VErs a ¢ X ssi

3
n, € N Yn e ng n

i.e. ssi la suite est stationnaire en a. Si on ne s'OCCURe pas du con-

je cas présent), ce ©a@s est un cas

tenu de 1'espace X {un cpo plat dans
X est métrique pour

particulier du précédent : {1 suffit de voir que

la distance discréte @

dix,y} =1 sl X £y .et 0 st x= y

nce sont 1es suites sta-

Les seules suites convergentes pour cette dista

tipnnaires et 1'espace est svidemment complet.



La notion de faisceau permet donc de relier ces deux constructions,
apparemment sans rapport.

G R R bt 3

Que peut-on dire de la réciproque de la propriété de Fubini dans ce
cas particulier ?

= w =
a 1_1ninn'- wn_m@(w,n (n,m) » (N,M)=p - w'nm]

Fixons n = N ; on peut dire de w

qu'elle est stationnaire 3 partir
du rang M, et vaut a. £n fait, & pert un nombre fini (N par exemple), 3
toutes les suites {wﬁm : n fixé} sont stationnaires en

a. Ceci peut
atre visualisé par le diagramme :

"
m .

w_ =4
nm

M

gans ce guadrant

a

]

. 3
¥

—_ N
4

Donc si (wnm] est cenvergente, et si 1'on mod

fini de sous-suites {w__ =1 fixé}
nm

ifie un nombre

, 0N a encore une propriété de

Fubini, i.e. 1im(lim w_ ) existe et est égal 3 W
Aom m nm

Ce faisceau a été introduit per Manna et Shamir pour généraliser

le théoréme du plus petit point fixe de Kleene de manigre a

d*autres points fixes d'une dgfinition récursivel.

atteindre

Dn peut remarguer ici gue plus géngralement, si X

egst un espace
totalement discontinu

(en anglais : extremally disconnected) , i.e.
U ¢ X ouvert = U ouvert, alors une suite

converge
{Xn} nelM &
ssi elle est stationnaire.

(vi) notion de convergence d*ensembles au sens de Kuratow ski-Painlevé

{ou KP-convergence) :

(cette notion die & Painlevé [PAI] . est étudiée par Kuratow .ski

[KLRT pp. 335-344, et utilisée par Arnold et Nivat 197B.

tie
ain
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une suite de par-

-espace topologlgus. {Ai} {e¢N
et LS[Ai)
i

Spit X un T2
&(X)). On définit LI mil
. i

ties de X (i.e. une suite de

ainsi

1. limite inférieure : LItAil
i

¥x € X X € LI(Ai)¢=¢V v(x) veisinage ouvert ce x Coupe tous
les Ai gauf un nombre fini d'entre eux.
2. 1limite supérieure :@ LS(Ai]
i
Iyx € X X € LS[Ai}¢=¢ ¥v{x) voisinage ouvert de X définit une
1 h

fonction monotone croissante partout définie sur N

flej : nl—fln) tq vix) n Afin] # 0

suite que LI (p,) & LS(A)]
1 i i i

{On peut noter tout de

alprs on pose 1imite de Ai =

3, limite ¢ si LI[Ail = LS[Ri]
i i
1im Ai = L}[Ai) = LS[Ail .
1 i i

qui se pose est de saveir si 1a fonction [partielle]

La guestion
posséde 1a propriété de Fubini.

lim 3 {Ai} kol;m Ai

LEMME : Soit {Aij}i EREE , alors
& de Fubini forte

(i3 la limite inférieure LI posside la propriét

i.e.
LI(LICA, . = LIC(A, )
3 3 i] 14 i)
{1i) LS(LS(A, )} & LS(A,,)
P i) 13 13

u sens de Kuratowski-Painlevé vérifie la

(ii1) 1a limite 1lim a
propriété de Fubini faible suivante @
et 1lim Aij existent alors

gl lim(lim A )
ij 13

i

Lim(tim Ap,) = Pim A,
Py

12
onal ega|i+é N 0



(iv) si la famille [Aij] est ascendante (resp. descendante) le long
1.3

des deux indices alors on a la propriété de Fubini forte suivante

1im (lim A_,3 = lim A,, . O
1 3 13 13 ij

DEMONSTRATION = (i) x & LI(LI Aij""’ tout voisinage ouvert wv(x)
J

i
de x coupe tous les LI Aij sauf un nombre fini d'entre eux [soit iD).
i.e. J
vi > i 5yev[x]nLjIAiJ

y € LI Aijc'_—) tout voisinage ouvert de y coupe tous les Ai_‘l

sauf un nombre fini d’entre eux, soit jD . v(x) est un tel voisin age

si on prend v({x) ouvert = v(x) <coupe tous les Aij sauf un nombre
: , : s N
fini d'ente eux =y Yi » i, \Fj > g v(x) coupe tous les Aij i.e.
x¢e LI A,, , d'ol LICLI A, ,) & LI A
13 ij ' 1] 13 ij
Réciproguement :

x € LI Aij"‘ tout voisinage ouvert de x coupe tous les Aij
3

sauf un nombre fini = pour i fixé, v(x) coupe tous les A

ij
sauf un nombre fini = x ¢ LI[Aij] et v{x) coupe tous LI(Aij]
J
(x ¢ LTA .} = xe LI(LI A_,) donc LI A,, = LI{LI A,.)
; M PRFIE 15 B0 4y 4
donc LI (LI A j] = LI Ags
1 1y M
fii) X & LiS(LjS Aijlg) ¥v(x) voisinage ouvert définit fv[x] : nefln}
tel que
EL§ P‘-F(n]j] nvix] #0
J
i.e, 3y ¢ (L‘S Af[n]j] ~ vix)
J
y &€ LS A'F(n]j &= Yyly) wvoisinage ouvert de vy dé&finit
J

BW(y) ¢ mwy glm} tg Af[n)g[m]n wiy) # 8

kRl PG,




le long

2 suivante

0

vix)

[soit i ),
o

Aij
s/0isin age
7 nembre

A, i
ij i.e.

A,
1]

: nsfln)

.57 -

mais s1 wv{x) ouvert, vix) est un wly) = v(x) définit
A A vix) £ 8@

<f,g>: (n,m) == <fln),glml> ta A . g> (mon)

donc x € LS A i.e. LSS A, , ) e LS A, .-
ij ij i3 i) ij 1]

Pour démontrer la réciproque i1 faudrait pouvolr passer de

¥i vy 31t 3 vix) nAi'j' FB 2
i 31t V3 3§ vix) A Agrge Z 0
ce qui n'est pas possible en général.
(iii) si lim lim A existe et si 1lim A existe aussi alors on a
1] i)
i3 ij
1im 1im A,, = LI(LT A ) = (d*aprés (1))
i 3 i] i i3
LT A,, = (hypothese) 1lim A, = LS A
13 ij 1] 1] 13 ij

(iv] ona x ¢ LS A, . e ¥Yvix] ouvert
i M

¥i ¥y 3.3 v N AL A B

1. Soit Aij croissante le long des deux indices. Il s'ensuit

Nig» IR v(x]ﬁAi1j1fﬁ
x LS A .=y XE€ LI A d’ol
11 ij 13 13
Ls A,,& LI A, =y LS = LI A
g HoogH iy 13 M

¢ X croissante le long

est une famille d'ensembles
s elle posséde une limite

1lim 1im A = 1lim A
i 3 iJ ij

Donc si Aij
des deux indices, elor
Painlevé . D'ol d'aprés (1ii).

au sens de Kuraftowski-

i3
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2. Soit Aij décroissante 3e long des deux indices :

Xx¢ LS A, .& ¥i V3 31 24 323 vix)nA,, ., 28
ij 1J i'j
or wvix) “Ai'j' e vEx]nAij

ORI | v[x)hAij#ﬂ =4 X € LI Aij

1]
=3 LS A,.& LI A, = lim A, existe.
ij ij ij ij 33 ij
On applique encore (iii). q.e.d. 0
Dn voit donc que si E = 25 = I'ensemble des fermds de | Tespace topo-

*
logique X, on a la structure de U)-*Faisceau[ ) suivante sur E :

a:¥(E)  E

£ALY nelN P lim A si LI A =18 A ; non défini sinon
n n T 5 M
@: EF(HED

u H{{An} nen An est KP-convergente et u = lim An}

%(E) désigne 1'ensemble des suites sur E. Ce faisceau sera appelé

KP, ou faisceau de la KP-convergence.

{vii) faisceau associé au pA-calcul : (faisceau LC)

Si A est le langage du a-calcul considéré [CUR} , [HIN] , on

sait gue la @-réduction est définie par :

axMN i, (V] m

On considére ici que la o -conversion est une égalité.

On peut considérer alors 1'ensemble ®(A) de toutes les chaines (suites)

de @-réduction, certaines d'entre elles aboutissant & des formes normales.

Si on ne rajoute aucun point & 1'infini 3 A ., on & alors le w-faisceau
(+)
LC

(*) avec seulement la propriété de Fubini faible.
(+ Nous nous excusons auprés du lecteur de la possible confusjon
entre le symbole de limite (noté ici 1im), et les symbole de
‘A -abstraction.

tem
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n
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wfaisceau

£
&

- 59 -

Lim : F(AY + A
{sn}nEN - I%m 8, ¢ forme normale & la quelle aboutit {sn}nEIN , si

elle existe

B A~ PCF(AY)
t + {s € F(A) : la chaine s aboutit & t}

on note ici gue la limite s'appelle forme normale. Le théorEme de Church-

Rosser du A-calcul ne fait rien d'autre qu'exprimer une propriété de Fubini

trés forte du faisceau LC .
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(viii) faisceau sssocié & la notion d’ approximation directe dans ie

h-calcul de Wadsworth [WAD] et Lévy [LEV] : (faisceau WL)

Dn considere 1'espace X des wp-formes rormales [LEV] . pp 148,
complété par idéaux (i.e. en prenant (i) & tout le reste (111 le pro-
longent ¢ de £ par monotonie {i1i) rajoutant les points & 1'infinl des
chaines ascendantes), d'une fagon analogue & ce gu'on fait dans le magma
M(F,V] . X est alors un poset et posszde une structure de faisceau S
(associé & la topologie de Scott, cf exemple (1)}. Ce faiscesu <1imﬂ.pq>
sur X "prolonge” le faisceau <lim, 3> donng & 1'exemple (vii) sur

1'espace A e X , en un certain sens. On 1'appellera falsceau WL.

Remarque : On peut noter ici que, du point de vue informatique, le champ
de la notion de faisceau ne se limite pas seulement & ce qui est eppelé
d'habitude sémantigue "dénotationnelle”, »algabrique”, théorie des algo-
rithmes (cf. exemples plus loin et Prolégoménes). En effet la notion de

faisceau englobe aussi la sémantigue opérationnelle des programmes (cf.

les travaux du leboratoire I.B.M. de Vienne, et par exemple Nait

Abdal fah 1976 pour une bibliographie). Si X est |'espace des formes
normales et de leurs epproximations (les w-formes normales de Lévy [LEV]
par exemple), x € X st cepg(x) 1'application & décrit alors un
calcul de x, le résultat de ce calcul étent donné par A(s). Ce que nous
appelons ici limite correspond alors & la forme normale du A -calcul et
des autres systémes de réécriture (3¥-calcul [NAI 763, schémas de pro-

grammes fNIV] , ete... ).

Dans la définition des faisceaux les systémes approximants
€ 3(x) sont des familles, i.e. oes fonctions &t J +oX, = s (3) ., Jed.
alors que les approximations sont faites au moyen de parties dirigées
(chaines ascendantes) dans la théorie de Scott, et au moyen d'ensembles dans
dans la theéorie de Nolin. On peut considérer qu'un ensemble est une classe

d*équivalence de familles

[ p¢xj~ s ! ikﬁxi<=> Im(g) = Im(s') <= {Xj : jeldt = {xi +1el}

ou encore gue c'est une famille identité, c’'est-a-dire un snsemble indexé

par lui-méme.

S AR
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Dans 1'epproche de Scott comme dans celle de Nolin les limites sont
prises par bornes (supérieures ou inférieures) dans un espace ordonné
(cf. Prolégoménes et exemples plus haut). Ceci est un cas ol la fonc-
tion limite considérée est assez grossiére, car elle ne prend pas en
considération toute 1'information contenue dans un systéme appro-
ximant @ (en particulier 1es différentes étapes de ce systéme d'appro-
ximation) mais seulement 1'informaticn contenue dans 1'image Imls)
de &, et Imis) est un ensemble. Ainsi si la limite est prise par
borne supérieure (ou inférieure) d'une partie d'un ensemble ordonné,
i.e. en prenant pImls) ou N iIm(e) , la structure particuliére
de & importe peu[*) . Dans ce cas,il revient au méme de definir

un faisceau sur un ensemble partiellement ordonné comme &tant un
couple < A:B> ol @
2 :FX) e X re gu,M}

Bt X s SIPEN

{.e. de ne regarder les systémes d'approximation & qu'a travers
jeurs images Im(o) £ X. Ceci est une notion restreinte de faisceau
{cf. infra).

Cette dualité famille/ensemble nous parait un point important
pour bien comprendre 1'approche de divers auteurs. Elle se retrouve
entre la définition donné par Plotkin et Smyth des Eowerdomains
(présentés comme des ensembles de perties), et qui est une tentative
de faire de la sémantigue du parallélisme un cas particulier de la
tnéorie des cpo's, aboutissant 3 des difficultés que nous avons
mentionnées dans les Prolégoménes. et 1'approche & ces mémes power-
domains, gue nous développons plus loin, faisant ainsi le lien avec
1a théorie métrique d*Arnold et Nivat. (ef. Chap. III pp. 65-69). En
dehors de leur nouvelle Faqbn de construire des limites. 1'élément
essentiel de l'approche de ces deux auteurs est la restitution aux
systémes d'approximation ¢ . qu'ils appellent calculs (infinis).
de leur statut de fonction. La limite d'un systéme approximant est

- —
(*)
3 condition de ne pas raffiner la dichotomie convergence / non Convergence.



g ey

- 62 ~

est appelée par eux "valeur d'un calcul”.

Fait et définition : produit de falisceaux

Soit ¢ 2,3> un faisceau sur X, et <1'.@'> un faisceau sur Y,
alers on définit sur le produit cartésien XY les deux fonctions
A FX Y > XxY

2
Aigx}x8,) = < x N(S,)>
P(s,x{y}) = <AS, Ly >
chague fois que c'est défini

Ed = ’
A (S,I % S,.) -<7l(81),7tE52]>

B lex,y>) = 15, % &, :rqé(}[xl v {x}. fzep'(ylu;_yj} ~ otix,y)

n

od w(x,y) =B si <x,y>es(x)xsly) (s{x),s(y} étant des

spectres de x et yl

{exay2}  sinon

Le couple <% p*> est un faisceau sur X x Y et est appelé

produit des deux faisceaux ¢ A, 3s, <a',@'> . La construction se géné-

ralise & un nombre guelcongque de faisceaux.

Notons encore une propriété de la classe F de tous les faisceaux.

Fait et définition : copreoduit de falsceaux

Soit ¢ 7,8> un faisceau sur X, <?',@'> un faisceau sur Y.,
alors on définit sur le coproduit (i.e. la réunion disjointe) d'en-
sembles X 4 Y les fonctions

(i) »* = AL 2’(i.e. A% est 1'unique prolongement de 2 et A’

3 o (X ILY) tel que Dom(a*) = Dom(3) 1L Dom(a*).

(11}

app!
tio



ar oy,

ions

ot (x,y)

isceaux.
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(i1) - pag {i.e. @v* est 1'unique prolongement de etp’ @

XYl
Le couple "h*. a*> gst une structure de falsceaud gur XauVY,

appelé anroduit {ou somme) des faisceaux < ABR> gt <2, 3'> ¢ La construc-
tion se généralise 3 un nombre guelconque de falsceauX. ]

ition nous noterons parfois ¥+Y le copro-

s le cas des CpoS cette somme n'est_pas
1 dans ces struc-

Pour des raisons de trad
duit X BY . (Notons que dan

la sommne traditionnelle:s gceci tient au réle spécial du

tures) -

Notion de sous-faisceals définition

un faisceau sUT X ,<?A, B> un faisceau sur Y » avec

Soit < A-B>
faisceau de Y ssi

x ¢ Y . On dira gue ¥ est un SOUS”
(1) ¥x € X ceplx) = &€ 'ix)

Ale) = A’ &) i.e. la fonction partielle A

(11) Vs e X g gt 1Y)
0

prolonge 12 fonction partielle 2.

nNotion de faisceau quotient; définition :
semble muni d'un falsceau <R, B>

on induit une relation sur

5pit X un en Spit ~ une relation

d'équivalence sur 1*ensemble X. Cette relatil

1'ensemble (X} des familles oe X par

Ve,s € FX ¢~ <=> Domle) = Dom{e') et

Vj ¢ Dom(6) el wg' (3D

On dira que la relation ~ est réguliére ssi elle respecte 1es 1imites 1.8+ 3

6""6" = ale) ~ 2 (6")

Fait ¢ Toute relation d'éguivalence ~ réguliére sur X definit une struc-

ture de faisceau sur X/~ appelée structure de falsceau quotient. ]

Soit X* = X/w 1'espace des ~ -classes d'éguivalence de X



Notons x .~ u <= x €lu] (la wclasse de ul). On &

K (x™ = ?(X)/ en posant
~

¥ee F(x) [£1= AjeDomis). [e(N]

{ol ax € A.f(x) dénote la fonction x paf(x}).
on peut définir sur X*. ¥ [r]e&K(X* :

MisD) = [(2lg,)] ob g € [od
i [FIlEE L xD. <= []=[T] od Te@d(u), ue [x]

A F (X*) - X*  est blen définie & ceuse de la régularité de ~.

Vérifions la reconstruction des points :

¥V [gde BF([x]) ona
M([e]) = (A (] = (sf regl) , ue(xy) = (l= [x] - [A(61]

vérifions la propriété de Fubini :
3 0 s A1) = A% x
liel(.ljt.J[w]i‘j] {~ sur (X)) "nx"‘jeal"‘i.j]

(ce gui précedel

A = =
S N R S P R Ty

_ % _ t
Dy ezt yl™ P 3= Ayl

Le couple ¢ ).‘, pi, définit donc bien un faisceau sur X% = X/'N

Nous appellerons ce faisceau le faiscesu quotient et on pourra le noter

<35'$k>=-:7\,{5>/~, 0

Nous aurons besoin des notions de sous-faisceau et de faisceau
guotient dans 1'étude des catégories de falsceaux Fais, Foen, Dalg.
BF, BFc, etc... [(cf. chapitre IV) . Dans le cas ordonné monique la no-
tion de faisceau quotient doit recevoir une forme légerement différente
{cf. Chapitre IV, démonstration de 4.3).

ét

E
b

-
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II - CLASSES DE FAISCEAUX :

On voit gue la notion de faisceau est trés générale. Pour une
gtude effective et les applications & 1*informatique, on doit la perti-

culariser de diverses manigres. Posons guelques définitions.

Eléments rationnels : définition : Soit <A.%> un faisceau sur un ensem-

ble X . un élément u € X est dit rationnel ssi Yeoepu)

u¢ Im(e) i.e. U appartient & chague famille qui 1’approxime.

3
Exemple : dans une structure de type sur un domaine D , toute ferme-

ture d = ¥d d'un point de D est un élément rationnel du faisceau

<Al B> de 1'exemple (iii) ci-dessus (faisceau SW).

Faisceaux élémentaires : gé&finition : Un falsceau <A B> sur X est

slémentaire ssi son noyau Mo (x) = © {Inr) irep(x), x & X}
—_— o

ne contient que des s1éments rationnels. ]

C'est le cas des exemples (11} (collections d*algorithmes),
(11i) (domaine de types de Shamir et Wadgel, {v) ci-dessus.

Faisceaux monigues : défimition 1 Un faisceal< A,0» Bst monigue ssi

1a fibre de chaque slément est réduite aux systémes approximants spec-

traux de cet élément , 1.2

¥ x & X v 5,0 5y ep(x] Im[r1) = Im[rzl
et
¥,y x £y = Veehlx) ¥ s'ep (y)
on a Im(e) # Imle’d - &

Remargue importante :

On peut noter que chaque faisceau monique définit de fagon unigue




A+
un couple de fonctions s,3* X LF(xX)

—_— .

]

% +» 5(x) appelée

fonction spectre et A*:

S v 2(8) = A(Imlel)) s8i S = Imls), Eepix)
tel que Wxe X x =3(slx)) i.e. 20 s = idy s s(x) étant la va-
leur commune des Im(g) ., e¢f (x) . 0

Les définitions des faisceaux gue nous avons données ne font pas
référence a la structure interne des espaces, il.e. aux propriétés des
éléments (c'est ce gqui nous avait permis de falire du faisceau utilisé
par Manna et Shamir 1877 un cas particulier de celui utilisé par Arnold

et Nivat 1978). Elles s'appliguent donc dans d'autres circonstances. Nous

allens considérer deux cas (non disjoints) : les espaces ordonnés et les

espaces topologiques.

Faisceaux ordonnés; définition :

Un faisceau ¢ A.5, sur X est ordonné ssi

(1) X @ une structure d'espace partiellement ordonné et

A ce factorise A =¥, = Im ol Yye {u,nt.

(ii) 5 (X) est ordonné par inclusion si W} = U, et inclusion inverse

si ¥, = M.

Faisceaux ordonnés monigues : définition :

Un faisceau <A.f» Sur un ensemble X est ordenné menigue (en

abrégé fom) ssi :

(1) c'est un faisceau ordonné
Ya
(i1) il est monique, i.e. définit un X <="— F(x3
S
(iii] sa fonction spectre vérifie :
x =y = s{x)] € sly) si Wy =4
sly) & s(x} si Wy = T ]

lLa classe des fom est close par produit et coproduit.

En
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En fait de nombreux fajsceaux ardonnés monigques définissent
ections de Galois particuliéres.
s

des conn

Plus précisément :
3-84}

({mMcL) Fe- )
iellement ordon
nnection d

et T gsi ¢

péfinition s Connections de Galois
et T deux ensembles part
Se——d"'i eat ure €O
deux PO

nés.

]
o Galois

applicatiuns

goient

un couple d’
sets S

jonctinnl entre 15

(ou uneé ad

g et & sont monotones

(1)
e T -

yxeS» VY
jnférieure.

et d l'adjoiﬂte

donné monigue

(i1} gixy 3 ¥ > % 2 diy)
e supérieure

est appelé 1*adjoint

ent soit < 3B
= FNXY)
r les gnoncés Tue

g
y un faisceau OT
des parties

l‘ensemble
’AoIm=IJ .

pans le ©@3 prés

sur X» N(X) sOn noyau et T
du noyau- Supposons pour simplifie
Alors *

faisceau ordonné monigue dont 1es spectres
u definit une connec”

(1) Tout
u noya

1.4, PRDPDSITIDN B
mengant

tions cOmM es (lowersets) d

sont des s€C

tion de Galois
)l‘
e T =S’lN()0] = £
E}
s tels que
la relation d'éq

équivalence

rdonnés monigue
uivalence

{11} L’ ensemble des fatsceaux O
slx) = &N[x] slx) » quntienté par
PRI S R s(x) = gt1(x) ., @ poy
ai
s de Galols X T QXY telles que
B
O

Vx & X
r classes d’

PRI R
toutes 1es connection
A*as = .

oS idx
T definition. et

a* sont monotones P&
My) & *

i.e.

DEMDNSTRATION . (1) 8 et

y e s(x) =
Réciproquemenf:

My & Welx)) = X (faisceau)
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Myl ex <= Uy ex i.e.

Vvaey acx et a<N(X) =[(les spectres sont des sections

du noyau)l = a € &8lx) ? y £ s(x) .

a"
11 s'ensuit que X < T = £(N(X)} est une connection de Galois.
COd

2%
(ii) soit Xé—— T une connecticn de Galois telle que Ao s = id, .
—_—

s 3

2
C'est une ~-classe de faisceaux. X “_..§_, T ¢ £(X) donne un couple

de fléches et

1. A* est surjective et s injective & cause de a*o s = idx

2. la propriété de Fubini est trivialement vérifiée (cf.

exemples §I).

3, ¥Yxe X x = dd,(x) =2%{s(x)) par hypothese on a donc la
propriété de reconstruction des points. Crest donc une

n-Classe d’équivalence de faisceaux.

4. ils sont ordonnés moniques car X et T sont des posets

et s est monotone
Enfin les spectres sont des sections commengantes du noyau i.Ee.

¥x ¢ X s(x) = fa € N : ag x}
en effet ¥ a ¢ NX) aex = A [{a}) B x => (connection de Galois)

gayeslx) i.e. @& ¢ s(x) . u]

On a un énoncé analogue au précédent si A =N . On peut relever
aussi que tous les fom élémentaires définissent des connections de Galois

(par menotonie de s).

Coni
fel



stions

2 Galois.

donc la

:alois)

:lever

. de Galois

i
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{faisceaux ordonnés moniques}/,,

/

Connections de Gelols
telles que A os=1d

{falsceaux ordonnés
elementalres}/,,

/

faisceaux ordonnés falsceaux ordonnés

Jei les cpo's sont supposés munis soit du faisceau associé a la topologie

de Scott, soit d'autres faisceaux (cf. Chapltre II, Proposition 2.8).

Dliagramme sur les faisceaux ordonnés
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(N.B. : pour l'intersection avec les cpo et les faisceaux ordonnés les plus
généraux, on a supposé que les ~ -classes d'éguivalence &taient représentécs

par un élément particulier).

Sur une notion restreinte de faisceau ordonné

Dans ce gui précdéde concernant les faisceaux ordonnés, 0N a8 pu remarquer
un jeu constant entre les faisceaux sux-mémes et leurs classes d'éguivalence
par la relation

< %.B> ,<A’ 8> donnés sur un méme X
caprECH B (Mp=¥yrd et
si on définit ¥x € X
Imo Bt X e {Im(rl : e @)
alers Imo § = Imo Q.

51 on injecte ®¥(X) dans S (X) par :

1P > H(X) ., SsAaseS. s = 1(8)

[i.e. "les parties sont des familles indexées par elles-mémes”), alors chague

= -classe d'éguivalence de faisceaux contient un unique faisceau de la

forme : LI F(X) o X
3 ¢ X - F(FX)

Chague fois que 1'on considére un faisceau ordonné, si on ne raffine
pas la dichotomie convergence/divergence 11 est souvent suffisant de le con-
sidérer & travers sa = -classe d'éguivalence.

Nous le ferons souvent par la suite, parfeis sans mention expresse. Mals la
notion de famille est quand méme nécessaire. Nous la verrons réapperaitre

au Chapitre IV sous la forme de giagramme.
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Remarques bibliographiques sur les faisceaux ordonnés au sens restreint :

La premi2re référence & la notion de faisceau ordonné o ‘que nous

connaissons est cells de G.N. Raney, 1952 [RAN 1] . L'auteur définit :

si L est un treillis complet, un &€lément x € L est complétement W -irré-
ductible ssi

¥vSclL X g US =y 3yesS X EY

{ce gqui est une fagon de dire que x est fini, ou compact, pour 1l'ensemble

§(L) des parties de L). Il énonce alors : un treillis complet est isomor-

phe & un anneau complet d'ensembles si et seulement chacun de ses éléments
est borne supérieure de quelque ensemble d*éléments U-irréductibles.

(C'est donc un faisceaul.

D'autres références sont Raney 1953 [RAN 27 S. Papert 1958 [PAP] ,
et G. Bruns 1861 et 1962 [BRUJ , s'occupant toutes de la théorie des

treillis compldtement distributifs. Dans tous ces travaux, la notion de

faisceau ordonné est utilisée en tant qu'instrument mais non &tudiée en tant
que telle.

Dans {ADJ] Wright, Wagner et Thatcher, généralisant des travaux de
Buessarian 1975, Courcelle et Nivat 1976 , Markovsky et Rosen 1878,...,
définissent et étudient plusieurs notions voisines de celles développées
plus haut. Dans £5Cs JKk.H., Hofmann définit une notion d'ordre approximent

qui correspond aux faisceaux moniques ordonnés dans le cas ol les spectres

sont des idéaux et 1'espace un treilliis complet, et s’en sert pour étudier
les treillis continus, ’

Les espaces considérés par ADJ sont des posets Pe Un subset-system
est une application Z : Ping Z(P) € #(P) telle gue
(1) 3p tg Z(P) ¥ {0}
(413 si f : P-5P' est monotone alors
Vs € Z{P) £(S) € Z(P")

Les éléments de Z{P) sont dits Z-ensembles.

L'objet gui, premiére vue, se rapproche le plus des subset-system, dans
le cadre des faisceaux est une application E: XepUfp(x) : x € X3qui a

[1)au sens restreint de la remardque précédente.



chague espace X muni d'un faisceau ordonné, A =t , fait correspondre
la réunion de toutes les fibres de ses éléments. On suppose en plus que §

est injective et totale. ce qui est une condition plus forte.

Un poset P est Z-complet ssi
VeeiZlP) Uger

i,e. tous les svstémes approximants {oll Z-ensembles convergent). Dans
notre construction nous imposons

¥xe X Vot plx) x =ais)

i.e. les Z-ensembles ont des limites, on sait les classer

E(X) = U{_i’s(x] : x € X} et s'en servir pour approximer tous les éléments
de 1'espace. C'est donc une conditien plus forte. (On pourrait dire que i
du point de vue de 1'informatique, un des avantages de 1'approche de '
ADJ . en considérant des syst2mes qui ne convergent pas, serait de pouvoir

inclure au niveau de la construction la notion de calcul qui ne converge

pas; mais cette notiocn reste mal investiguée).

Une fonction + : P P* est Z-continue si et seulement si
¥ seZ(P) tg Jde existe , F(Ug) = Uf(s).
Ici nous définissons les fonctions f : P 5 P' régulidres de fagon analogue

En particulier toutes les fonctions réguliéres sont Z-continues pour z=F

Un élément pe P est Z-compact ssi VS e Z(P) tp US existe
pcuU4sS = 3s¢ 5 p 5. On peut voir que dans un faisceau ordonné
<u,p>, tout élément g-compact gst rationnel, car :

o compact <> YSeR(X) pE NS = 3IseS PE S
donc p=us = pgus = (compacité) 3s p & s. Comme on &

S = US=p = SCPES =[F =5

il vient ¥ Se (3'[)(] p=US =35¢ S p=-s donc p est rationnel.

Donc dans un faiscesu ordonng, la rationalité est une notion plus géné-
rale que la compacité. Mais dans un treillis complétement distributif les
deux notions coincident, i.e. tout rationnel est compact :

pEcWUS =p =4 f;_s Np:se S} = (rationnalité)
35 €8S p=sNp i.e. 3s€S pEs .
Ceci peut &tre généralisé de la fagon sulvante :
Soit <A,8» un faisceau ordonné (avec 2 = U ); on dira qu'il est

N -régulier si et seulement si

¥Se @ (X) ¥xex xn(US) = UgixMs:s &S}
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Dans un faiscesu N -régulier les €léments compacts et les &léments
rationnels colncident. On pourra voir plus loin que dire qu'un faisceau
est n-réguller revient & dire que la fonction Ay. x Ay : y - XAy

est réguliére. (Dn retrouvera cette fonction plus loin dans les domaines

commodes) .

Un cas trés fort de n -régularité est évidemment donné par les
treillis complets complétement distributifs. Un autre exemple de faisceau
M -régulier est donné par les trelllis inter-continus [(meet-continuous)
(cf. [S5CS 7).

Un poset P est Z-inductif ssi ¥pe P 3g6 Z-core p =Ug ,

ce qui correspond & notre notion de faisceau élémentaire.

Notons encore que si 1'on définit
YxeP xr#§S € Z(P) : xst4 8} = p(x} , alors {x}€ s(x) dans
tous les cas en vertu de la propriété (ii} de la définition des subsets-
systém - ce quil est une des motivations, selon nous, du passage aux Z-com-

pacts pour définir des raticnnels t

. S1 P est un cpo algébrique, et

x n'est pas compact, alors s{x) ne donne pas uniquement les fagons d'ap-
proximer x au moyen d'éléments finis (Ceci peut sembler g8nant dans cer-

tains cas, et rejoint un probléme soulevé plus haut ol on & aussi vu que le
fait de mettre un élément dans sa propre fibre, facilite parfols la démons-
tration de certains énoncés).

Mais cette contrainte trés forte nous priverait par ailleurs des faisceaux

que nous construirons plus loin sur les espaces de fonctions, et qui nous

semble-t-il jouent un réle important en informatique. {(cf. Chapitre III).

De ce point de vue la notion de support ¢(x) d'un &lément x définie
par ADJ correspondrait mieux & notre notion de spectre., mais alors la
relation entre les notions de régularité et celle de Z-continuité dans

un poset Z-inductif reste a investiguer.

(&P

En particulier Noyau (P} = P.
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En résumé il nous semble que 1'on peut dire en simplifiant
que ADJ s’interesse & une théorie de la construction des faisceaux
ordonnés moniques &lémentaires, dans laguelle les définitions données
ici ne sont qu'un résultat final. Donc en ce qui concerne cette classe
de feisceaux, le travail présenté ici se situe en aval des recherches
de ADJ. Notre approche est plus générale au sens suivant : elle englobe
d’autres faisceaux, et débouche sur des solutions aux problémes du pas-

sage & l'espace des fonctions, et des applications & la programmation.

B'autre part la notion de systéme approximant, en tant gque fonction,

autorise une analyse plus fine des modéles.

Faisceaux moniques topologiques : Définition

Un failsceau monique xfﬁ%g;?(x] est un falsceau topologigue
ssi X et @ (X) sont des espaces topologiques et s et A sont

continues.

Un exemple de faisceau monigue topologique est fourni par les cons-
tructions de Scott, ou encore par la construction de 1'algébre (magma)
complétée MY(F,V). Plus précisément, un résultat un peu plus général
que le suivant sera démontré dans la suite de ce mémoire (chapitre II,
Corollaire 2.15) :

4.7. PROPOSITION : Seit X un treiilis complet et §(X) 1'ensemble
de ses parties ordonné par inclusion, munis de leurs topologies de

Scott, et % = W . Alors il existe un faisceau monigue X ‘\.__Ws_‘?()(]

qui est un faisceau topologique ssi X est un treillis continu .
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III -~ FONCTIONS REGULIERES

DEFINITION : Fonction réguliére sur un faisceau

Soit X un ensemble muni du faisceau . 3.,8> et Y muni du faisceau

<A', 3'> . Une fonction F : X—> Y est réguliére eu point x € X si et seule-
ment si

¥ gep(x) f(x) = A'(f({5))

i.e. ssi le diagramme suivant commute

x f f
2 J,z'
S &f

[ flg)

a

p[xié

(Cela implique en particulier que f est définie sur le spectre s(x) de x).
Une fonction + : Xy Y est réguligre sur X ssi elle est réguliére en

chaque point, i.e. le diagramme suivant commute :

x 0 3% o
£ | @@
QYY)

Y
{N P 0
eﬁm/ "y

Noter que dans cette définition seule la partie 3' du feisceau sur Y
est utilisée.

Exemples de fonctions régulidres sur des faisceaux :

{1 51 X et Y sont des cpo's comme ci-dessus, i.e. munis du faisceau
associé 3 la topologle de Scott, ona € : XY régullére au pointe x_.€ X ssi
¥ 35 dirigée tq x = US, F(x) = Uf(S)

i.e. ssi f est continue au point x au sens de la topologie de Scott {ou

si 1'on préfere, des cpo's).

(i1) Soient X,Y des modéles ensemblistes de collections d'algorithmes, munis




-7 -

du faisceau exhibé plus haut. Alors f : XY est réguliére au sens

des faisceaux ssi elle définit un slgorithme au sens de Nolin.

DEMONSTRATION : |, Tout algorithme dé&finit une fonction réguliére
(Nolin 1874) :

Soit xex.s(x]={yi}ielth= )]

U
ie1 ¥y
et A un algorithme de X dans Y, c'est-a-dire

=N
A chFxA[x]

Alors YueY ALXJ@U<=)!'\["i’yi?CU(=)

) ==
AgF(iyi}u =y

A g {f: XY normale I*F[Li’ yi] € uy
e A S {f: XY normale ¥ Ftyi]g- ut
e A e D {f:XsY normale !F[yi] e u}
= A< Fy,u Yie I <«
= A[yi]su vie I<=>I?A[yi]5u

Donc A[x] = C‘ Aly.] ., c'est-3-dire la fonction x4y A{x] est une fonc-
1A 1

tion réguliére.

2. Réciproguement soit f : X 5 Y une fonction réguliére; faisons-lui

N
X €

correspondre 1’algorithme

=

a, X F x f(x)

I1 est clair d'aprés le point 1. gue x a..,af[x] est entigrement déter-
miné par son graphe sur les atomiques. Il suffit donc de vérifier que

Nt oatomigue F(t) = a; (t] . Soit t atomique

n

a; [t] niz eY:a;th}=

{
a{ze Y : ¥h (¥x € X hix) & f({x)) =y h{t) =z} =

n{zEY:Vh hef = hit)sz}s=

=n{ze Y : h majorée par f=ph(t) gz} =

ﬁ{z£‘(:f[t]gz} = f(t) .
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Les fonetions f et x - 8, {x] sont identiques. On peut donc iden-
tifier, au niveau de 1'évaluation, les fonctions réguliéres de X
dans Y et les algorithmes de X dans Y.

(11i} Soit E une structure de type au sens de Shamir et Wadge. Ces auteurs
définissent
f:0 - i} monotene croissante est “fight” ssi
Vxeld  f0o0 = M@
Sachant que d =4d, ceci n'est rien d'autre gue la régularité de <
pour le faisceau exhibé plus haut.

{iv) Si on reprend la notion de convergence de Manna et Shamir, on a
([MASY . pp. 8)

f: A+ B continue ssi ¥ suite convergente (x,) on a

3
Fllim x,) = 1lim f(x,)
PR

ce qui encore une instantiation de la régularité.

Notation : Si X et Y sont deux faisceaux, on note

[X=2Y}={Ff: XY | f régulidre sur X%.

1.2. LEMME : Soient X,Y deux faisceaux. Alors
(i) 1'identité Ax.x : X r»yx est régulidre
(11) toute fonction constante Ax.c : x+3c est réguliére.

(iii) si {fi} 1e¢1 est une famille de fonction régulidres au point
x ¢ X et telle que les limites 1lim fiix) et ¥eeBix)

1im{1im fi[r]) existent dans Y, 1 alors la fonction partielle
LI |

¥ 2 lim fity)
i

est réguliére au point x {notée Ay. lim fi[y]) .
i

DEMONSTRATION (1) (4i) évidents

(iii) soit §ep(x) , alors
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(Gy. 1im F_(y))(x) = 1im f (x) = lim(lim f, (&)) =
i i i i 1 s 1

(Fubini) lim f.(s) = (Fubini) 1lim (lim ¥, (e)) =
I i P i 1
x5
1im (Ay. im £, (y))(e) = lim[ py. lim F (y)) (§)
- i i i i

d'ol la régularité au point x.

Remargue sur 1'identité : En fait la notion de régularité de 1'identité

intervient dés la définition des faisceaux. Un couple de fonctions
<d@> . A surjectif, @ injectif vérifiant la propriété de Fubini

est un faisceau ssi 1'identité est réguliére.

Nous avons défini une classe d'objets, les faisceaux, et des
fléches entre ces objets, les fonctions réguliéres. Avons-nous construit
une catégorie ? La réponse est non, car la composition de deux fonctions
régulidres n'est généralement pas réguliére si on prend la compositicn

usuelle.

Exemgle : Soit X 1le sup-demi treillis suivant

trois

et Y le sup-demi treillis

trois
2 3

On a Y ¢ X . Munissons X du faisceau défini par 3 =d

1

B X+o{{xty si x=1,2,3
deux —{11,2}}
troisef{1,2,3}}
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et Y du faisceau définl par le restriction de A et p . Et
soient les fonctions '

g ¢ Y X définie par 1'inclusion
f 1 XsY définie par deuxwstrois et 1'identité

‘ailleurs
On voit que g et f sont régulidres, mais
(g o f)(deux) = glf(deux)} = g(f(1)LF(2)) = gl1u?2)

= gltrois) = trois # (g o f1(1)ulg o F1(2) = 1 U 2 = deux

La composée g o f : xisg(fix)) n'est donc pas régulidre

au point deux.

On n’a donc pas une catégorie si on prend 1la compesition usuelle
Mais on a quand méme deux propriétés intéressantes dans la classe
de tous les faisceaux (supposés bien slr inclus dans quelques univers
U, of. [MCL] pp. 22 ou {MAN] pp. §5-102).

1.3. LEMME : Régularité des projections

Soient X,Y deux faisceaux et X x Y leur produit, alors
les deux projections Py (x,¥y)» x et Py (x,y) = y sont
réguliéres

DEMONSTRATION : soit p = P, par exemple.
A-t-on plx,y) = x = 1im pls} o replix,y)) ?

Supposons § = B rE, » oy Bx) , E5€ 3'(y) , alors
pig) = ptley.65)) = {plasb) : (a,bl¢ Ere, “{2:iaem,}c0
d'od lim pl(g) = lim Fp 5 X .

5i 53 = {x} ou &5 = {v} . il est clair gu’on aboutit au

méme résultat. Donc p est régulidre. qed. (0]
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1.4, PROPOSITION : Soient X,Y,? des faisceaux. Alors f : XxY - 2

est réguliére sur X = Y si et seulement si elle est régulidre pour

chacune de ses variables.

DEMONSTRATION @ =p:

montrons que g, ‘Y k,f{xo,y] est réguliére. Si &y ¢ g’(y] on a

g, V) = (faisce8u) = g, (lim §,) = flx . 1in ,) = (définition
o o s _ _

duproduit) = F(lim{ §x 1 . 6—2}] = [régularité) = lim f{ §x_}. 5-2] =

lim f[xo.sz) = lim ng[ 6&] .

On fait la méme chose pour gy DX e ?[x,yo].
o

& : soit g = 6y € 3 ((x,y) ol 5 eplx) ., cze(&'[y]
fix,y} = fllim¢) = f(lim &g lim EEJ = (régularité par rapport & x)
= lim £{5,. lim ey) = {régularité par rapport’'d vy ) =:

lim (lim f{s1.sb}) = (Fubini) 1lim f(sa. s}] = lim Fl&) = lim f(s)
L] 6'2 LEIRY 5
Par ailleurs si ¢, = {x} par exemple, g,¢ @'ly) fix,y} = fllimg) =
flx, 1lim ;2} = (régularité par rapport & vyl lim  Flx, Eb) =

[3
lim  flgx}, 6,) = lim F(&) = lim () z
RN ¥

Donc f est bien réguliére.

Remarque sur les produits de faisceaux et la régularité des fonctions

"partielles” g et g, *

D'un point de vue conceptuel on peut discuter le bien-fondé de
la définition gue nous avons donnée pour les produits de faisceaux.
En effet, pour ce qui concerne 1'informatique, pour approximer un couple
de points tous deux & "1'infini" (x_.y ). cela veut dire qu'on peut
supposer qu’a un certain pas d’appoéima%iun. on a déja un des deux

points, x, par exemple, et qu'on n'a plus gu'a approximer 1l'autre, .
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On peut arguer qu'il peut y avoir des schémas d'approximation dans les-
guels on ne peut avoir & chague instant, gque des approximations des deux
coordonnées. La définition du failsceau produit se modifie slors ainsi :

Brlexiys) = {oyne, ¢ s BpIX) et} U
Uabo,ylU bix,y)
alx,y) = {x3x @’(y) si x¢ NMs[X]
= @ sinon
bix,y) =(s[x]ugy} sl ye Nx,’B,[X]

=@ sinon

L'énoncé de la proposition précédente se complique alors quelgue peu
et donne

PROPOSITION 1.4. bis : Sodent X, Y, 2 des faisceaux F : X x Y — Z

une fonction. Alors

(1) si 3% ao:nyufw et V% woszfmwa sont
réguligres alors f est réguliére

{11) Si f est régulidre de X4Y dans Z , slors

on €N 2 rs(X] gXD Y h+f{xu.y) est régulidre

¥ Yo €N aaﬁdYJ hyo S p,f[x.yol ast réguliére

(iii) Si le faisceau 2 wvérifie 1la propriété de Fubini forte :
lim w,. = lim lim w,, = 1im lim w
ij 13 i 3 ij 3 i 13

¥ famille wij telle que 1'un des termes de 1'égalité existe, alors f

réguliére sur X 4 Y = f régulizre pour chacune de ses variables. u}
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DEMONSTRATION : (i} méme chose que pour la proposition 1.4, en utilisant
la propriété de Fubini

(ii) méme chose gque pour 1.4 en utilisant les modifications de la fibre.

(iii) montrons que g, i y»—gf[xu.yl est réguligre
o

gxo(yl = 'F(xo.y] = f{1lim s-ﬂ,lim g-z}(si r,lgﬁ(x]. 6‘26{&'[3’]]

= [régularité de f) 1lim f{g,e) = (Fubini fortel =
1" %2
5, F
1°2
lim (1im -F[r,},rz)l &
FZ 5q

lim § (1im{f{u,v} : ue 91}] Ve gy}

[0—1; {vi e (s(xn,v] et g, réguliére d'aprés (i1}

= lim {-F[xo,vl 3 Ve 5'2] = l.}m gxuis‘zl i.e. gxc régulidre.
2

M8me chose pour x —» f{x.yol .ged

Notons gue la condition de (iii) est vérifiée par exemple pour

les faisceaux ordonnés que nous examinons plus lein.

On voit aisément gque ce gui précéde généralise ce qui est déja
connu pour les treillis continus et les cpo’s. Si 1'on suppose main-
tenant que les espaces de fonctions réguliéres sont munis d’une struc-
ture de faisceau (cf. Chapitre III), on peut alors énoncer deux résul-
tats intéressants : la régularité de 1'application et la régularité de

1'abstraction. Pour ce on a besoin d'une restriction supplémentaire.

Remarquons que toute topologie ¥ sur un espace X, si elle est To’
définit un faisceau : il suffit de prendre pour &léments des fibres
les suites généralisées m de X convergentes pour £
i.e. 8 xp—:;{(yn) s X (yn) converge vers x pour ¥} L’on voit

donc que se donner un faisceau revient & se domner une notion de

(1) appetdes "nets" en anglals.
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convergence, et 1'on salt (cf. Dugundji par exemple), que la donnée
d'une notion de convergence, par contraste avec celles de fermeture,
ouverts,..., ne permet pas dans le cas général de reconstruire une

topologie, car elle est trop faible.-

L'on sait que si X,Y sont des espaces topologiques, (X — Y)
1'espace des fonctions continues de X dans Y, alors toute topologie
f v
(xayy > YxeX
f‘i(x] —y fix) i.e. 1:Lm:t[)< -3 -F1 = f =e=b ¥ x ¢ X limY fi(x] = f(x)

"raisonnable” sur [X — Y) est telle que 'Fi —_—

ou encore f = Ax. limY f‘i{x] = 1im fi' On va définir une notion analogue
i i
pour les faisceaux., en ne gardant gue 1'aspect "convergence” de 1%as~

serticn précédente.

DEFINITION : Soit X.Y des faiscesux. Alors on dira qu’'un faisceau sur

[X — Y] est fidels si et seulement si VF € [X Y] V[fiJ € 3 (f)

lim[x - 'Fi = f =md ¥x € X lirn\, fi(x] = f(x)

i.e. f=2x. limY f"i[x) = 1im -Fi
i i
(On dira encore que le faisceau sur [X —> Y] respecte 1'évalua-

tion). 0

DEFINITION : Soit X,Y des faisceaux ;5 une fonction f : X ~—3 Y est fai-
blement réguligre en x ¢ X ssi,

¥V replx) 1im, fle) existe ==d fix) = lim, f(5).
s Y s

1.5. LEMME : (régularité de 1'abstraction).

Scit X,Y,Z des faisceaux, fe¢ [Xx ¥ —Z] et Be ' X —>Av e Y. flx,y).

(1) 81 (Y — Z] est muni d’une structure de faisceau fiddle, alors
Ep 2 X— {Y —» 2] est faiblement réguliére.
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(11) 81 [X x Y =3 Z] est muni d’une structure de feisceau fidele
alors Af.9; ¢ [Xx Y =—7} —3 [X —> ¥ — 7]] est une fonction fai-
blement régulidre. ’

(iii) Si dans (1) et {1i) les faisceaux de [Y —3 7] et de

[X x ¥ —> Z}sont ceux de la convergence simple, 1.s.
¥fe[A-—B] \’['Fi] € a(f) on a

1lim

i [A_}B]-Fi = fd=d ¥Yx ¢ A limB ‘fi[x] = fix)

ou bien si dans [Y —3 2] et [X —3 LY —> #]] toutes les parties ont
une limite, alors la propriété "faiblement régulidre” peut &tre remplacée

par "réguligre” dans les assertions (i) et (ii).

DEMONSTRATION :

(1) soit £ 6 [X Y—)E].gf t x —3 My & Y.F(x,y),

% € X et geplx), alors si lirg.(¢) existe,
limgftg'] = 1:‘;_m Ay e Y . flg,y) = [fidelits)
AVE Y . IE'J;m flg,y) = (régularité de f et prop. 1.3)
AveE Y . Fllime,y) = 9% (1im &) = gf[x] d’ol la faible régularité de g¢ .

(ii} Soit L = Zf.gf. he [Xx Y —>7] et Fe 3[h), supposons que
1lim L(F) existe

iim L(F) = lim g = lim AxAy.Flx,y} = (fidélité) ax.ay.lim Fix,y)
(fidélité et existence de lim F = h) = 3x.3y. (1im F)(x,y) =
(h-F.gf][Iim F) = L(F) d’ob L faiblement réguliére.

(iii) évident en regardant les démonstrations de (1), (ii) uj

1.6. LEMME : régularité de 1'application :

Soient X,Y des faisceaux, [X —2» Y] muni d'une structure de fais-

ceay fidele : définissons
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Ay [X—Y)}x X—>Y Aptf,xl = £(x)

Alors Ap est réguligre (parfois appelée évaluation).

DEMONSTRATION : D'aprés proposition 1.4, 11 suffit de montrer gue Ap

est réguliére pour chaque variable
. B *
(1) Ap ({D..] P X — fD(x] est régulidre car fD 1'est
(i1) Ap(.,xc} : - f[xcl ? régulidre
e p(f] =3 Ap[f.xol = Ap (ldm g.x 3 =

(nm[x__”,}r}[xo} = [fidelits) lim fe(x,)) =
limY[{Ap(g,xD] tgec}) = limy Ap(r,xol

=ty Ap(.,xo} est régulieére.

d’ol le lemme. a




CHAPITRE II

FAISCEAUX ORDONNES

Ce chapitre est consacré & 1'étude d'une classe de faisceaux qui contient
la plupart des structures utilisées en informatique mentionnées plus haut.
Dans ces faisceaux les limites seront prises soit par borne supérieurs U
[construction de Scott et constructions dérivées - motto : " U = sumul de
1'information”), soit par borme inférieure M (construction de Nolin en ce
qui concerne les algerithmes propres, sémantigue d'Arnold et Nivat - motto :

" M = réduction de 1'ind&termination”}. Le fait que A € {LJ , M }implique que

la proprigté de Fubini (forte) est toujours vérifiée et que la fonction (point

fixe) calculée par une procédure récursive sera le plus petit / plus grand

point fixe de la fonctionnelle associée & la définition de cette procédure.

Nous dtudions ici les feisceaux ordonnés & travers deux de leurs sous-
classes : les faisceaux ordonnés élémentaires et les faisceaux ordonnés

monigues.

I - FAISCEAUX ORDONNES ELEMENTAIRES

Des objets proches de ceux-ci ont €té appelés "ordres élémentaires” dans

[NAI 783). La notion présentée ici est un raffinement. dans un but de clarté
et de cohérence, de celle d'ordre élémentaire. En effet le schéma suivant

avait alors été utilisé :

DEFINITION 1 : Soit X un ensemble, £ un ordre partiel sur X, A une fonction
elu.n}
1. fonction de densité : on appellera fonction de densité toute restric-

tion (au sens de la théorie des ensembles) de la fonction A : S —A(S)

2. densité : soit P ¢ X un sous-ensemble de X. ¢ une fonction de densité
sur X. On diras gue P est ¥-dense dans X ssi 3x € X I C P x =Y{0)
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3. rationalité : soit P une fonction de densité sur X. Un &lément x & X
et ¥Y-rationnel ssi

. VSEX x=¥S)=px €5

DEFINITION 2 : Soit X un ensembls. Un ordre &lémentaire sur X est un couple

<C.¥> oll ¢ est un prdre partiel et ¥ une fonction de densité, tel que 1'en-

s . semble des éléments Y-rationnels est Y-dense dans X.
contient
« haut. Si <C.¥> est un ordre élémentaire sur X, alors on notera Rt 1'ensemble
e U des éléments \¢P-rationnels. Comme Rt est Y-dense dans X, on a :
wl de
n en ce ¥x eX d0C<CRt x = P0) = Alo)
- motto :
i.e. pour tout x € X 1'ensemble
-lique gue
ion (point Plx) = [TCRt: x = PLO) = Ao}
+ grand , o
n'est pas vide. Ceci définit un faisceau (A.p) sur l'espace X, dont Rt est
1cédure.
le noyau, et les fibres images de PIX) ©» §(X). Par définition ce faisceau
'S B0US- est ordonné. I1 est élémentaire car :
.nés
1. v & X rationnel au sens des faisceaux =
Yeoepu) vea = (puisque A(u} =
‘?_1(1.4] N PRt)I (VECXNRL Uu=Y(T) =>ued).
s" dans
- clarté Comme 30¢ XNRt x = Y(O), il vient
sivant Jee XA Rt uved i.e. u €eRt i.e.
u est \p-rationnel.
-onction 2. réciproguement u y-rationnel =3
YOEpfu) uer i.e. u rationnel au sens des faisceaux. Donc
. t i -
restric Rt € NIX).
3)
o densité D'ol finalement par définition du noyau N(X) = Rt.

T)




Réciproquement tout faisceau ordonné' élémentaire définit un ordre

€lémentaire : 5i<1.[5> est un tel faisceau, il suffit de voir que

A:0 k= AlT) E X
o: IT=X, irrx, = or(i)

A peut &tre factorisée

0 = In(6) > y(In(0)}) = AlT)
1 1] !
A y
Le ¥ € Su.ﬂ] tel que A =¥ , Im est noté Yir :

A = [eeFX) s IxeXx O€Bx]
(In o X = {ImG) € T 1 g€ Fxd et

Ix e X o-gﬁ[x]}.

11 suffit de poser ¥ =¥ c'est-a-dire que (Im , @) en-

lt[Im o X}
gendre le domaine de ¥, et on a encore que N(X) = Rt. Un ordre élémentaire
peut donc &tre vue comme le représentant canonique d'une classe d'éguiva-

lence de faisceaux ordonnés élémentaires.

Notons aussi gue si ¢ est une fonction de densité, Dom(¥) cerrespond &

la notion de subset-system complst au sens de [ADJ].

N.B. Dans la suite on considére souvent les falsceaux ordonnés &lémentaires
modulo cette factorisation, i.e. & travers les ordres élémentaires repré-

sentant leur S-classe d'égquivalence (cf. chepitre I). O i

Noter qu'une fonction de densité W &tant donnée les éléments l-ration-
nels ne sont pas toujours ¥-denses comme on peut le voir dans les exemples

suivants : u]

(i) X est le treillis complet .
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A=U et la fonction de densité a pour domaine Dom(y) = ®(X) - Ha].{a.t}}.
Les éléments ¥-rationnels sont 1.a,b et T est le seul élément non rationnel.

Mais ¥S € P(X) a # ¥(S), donc <C.¥> n'est pas un ordre élémentaire sur X.

{ii) De méme si ona ¢y =U 8t s : X = |'intervalle ouvert de nombres
réels 10,I[ = {x € R: 0 <x < i} ordonné de faigon usuelie, alors |I
n'existe aucun efement Y-ratiocnnel, puisque tout x est borne supérieure
de I'ensemble des &€léments strictement plus petits que lui - Par consdquent
les &léments Y-rationnels ne sont pas P-denses dans X

D*autre part 1l'ensemble des &léments rationnels d'un treillis complet

n'est pas nécessairement un (sup-) semilattice. Ainsi
/T\

q\\\ b
/C/

d e
AN N //’

a pour rationnels

qui n'est pas un (sup-) semilattice.




2.1. LEMME : Soit X un ensemble ordonné par £, si la fonction de densité b

est partout définie et ¥ = . alors ¥x € X x estP-rationnel si et seule-
ment s1 11 existe un unigue b € X tel que b § x &t

]b.x[={c€X:b§cEx}=¢ ' 0

DEMGNSTRATION

= ; x ¥Y-rationnel &= ¥5 ¢ X x =¥(S)=Hx €S,
Soit S, =jvex:yegxety#x} x@5

US'T # x sinon (x rationnel) x 651

soit b = US,i (existe car @ partout définie }

("y651 y&x)= US, =bCx =b €S,

== S, = 4b. D'o0 ¥x = {x} U 4b et Jb.xL[ = [y : bcnyJ=¢
FI

Le b est unigue par construction car si b' est tel que b' ¢ x et

1b',x[ = ¢ alors b’ € 8, = ¢bi.e. b'¢ bi.e. To',xL = ssi b =0b".

& : réciproquement : soit x € X tel que 3! b €X bgxet Ib,xL =& i.e.
¥x = ix', \ ¢b. Supposons x non rationnel i.e. 3S € X, x =US et x £ S.
x=US =25 ¢gidx={xjudb =S € b

puisque x £S5 == US £b 5 x=2US ?x
contradiction =»x rationnel. ]

On & un résultat dual pour ¥ =0.

2.2. LEMME : (i) Si 1'ensemble ordonné X est noethérien (i.e. toute chaine
ascendante est stationnaire) et si la fonction de densité ¥ =N est surjec-

tive, alors les éléments W-rationnels sont $-denses dans X.

(i1) Dualement si X est artinien et ¥ = U surjective alors les €léments

¥-rationnels sont Y¥-denses dans X.

}




nsité P

>t seule-

=¢ i.e.

t x €8S,

chaire

T surjec-

£léments

DEMONSTRATION : Soit ¥ = M. On veut montrer

ixe X 10 &Rt x = Mo

ler cas : x € Rt, alors &= {x}
2¢ cas : x ERt = Sg€X x=MNSetx €S,

I1 faut maintenant examiner les éléments de S, s’ils sont tous
rationnels on a fini, sinon soit ><,| € 5 et X, € Rt. Alors
' e = '
3ste X %, nS1etx1€S

(on a nécessairement x g ><1). et nous itérons le processus avec 51. On

construit ainsi une famille de chaines ascendantes

2 C ... etc

X Lxy € X
comme X est noethérien, toutes ces suites sont stationnesires et leurs
limites sont rationnelles par définition. L'ensemble de ces limites aug-
menté des €léments rationnels rencontrés duranmt ce processus fournit une

décomposition de 1'élément initial x, i.e. quelque O €Rt tel gque x =Tig. O

Remargue : Comme le traitement pour A =U et A =M est symétrique, nous

supposons & partir de maintenant que X = U, sauf mention expresse.

Quelques constructions simples d'ordres élémentaires :

{1) o.e. trivial : Si X est un ensemble ordonné par L, soit la fonc-
tion de densité ¥= LJI isingletnns}' Alors tout é&lément de X est rationnel
et on a un o.e.

(i1} o.e. canonigue : Si X est un ensemble ordonné par L, soit ¥ =U.

Si les rationnels sont denses alors on a un o.e sur X dit o.e canonigue.




(31i) p.e. induit : Si W est un ensemble ordonné par ¢, X ¢ W un

sous-ensemble ordonng par l'ordre £ induit par £, soit la fonction de
densité

W Px) =X

P+ S+ borne sup. de S dans W si elle existe et € X, non défini sinon.

Si les rationnels sont denses alors on a un o.e sur X. 0

2.3. Fait : Soit X un sup-similattice qui a une structure d'o.e canonigue.

Si X n'a que des rationnels, alors X est totalement ordonné.

DEMONSTRATION : Soit x,y € X, X est un sup-similattice =x UYE X, X a
un c.e canonigue pour A= U = x = x Uy ouy = xUJy i.e. les deux él6-

ments sont ordonnés =X est totslement ordonné. ]

Notons encore que la classe des faisceaux ordonnés élémentaires, et
celle des ordres élémentaires, sont closes par produit cartésien et copro-

duit (somme).

Exemples : Soit X =R 1'ensemble des nombres réels et Fi[ﬂ] = [U ch: U

“Lle g 1o
fonction de densité. Les éléments rationnels sont alors exactemdnt les

est majoré mais non borné supérieurement dans 0}. Soit ¥

nombres rationnels ; leur densité danms R résulte de la construction de

Cantor-Dedekind que nous simulons ici. Nous avens ainsi un faisceau ordonné
€lémentaire. Donc dans un foe les éléments rationnels peuvent &tre considé-

rés comme ceux qui sont finis, rationnels, commensurables, les éléments non

rationnels étant "non finis", irrationnels, incommensurables. Dans cet .
exemple ¥x € X, le fibre A(X) de x contient toutes les suites de Cauchy

croissantes de rationnels convergeant vers x. Cette fibre contient aussi un

plus grand élément pour 1l'inclusion qui est le segment inférieur (ou section

commengante de rationnels) {y € @ : y ¢ x} J i

Cet exemple est & 1'origine de notre terminologie : les nombres ration-

nels sont exactement les &léments gui sont rationnels au sens de ce faisceau ]

ordonné. D
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¢ un (i1) le faisceau By : X = B, = {S : S¢ N} est ordonné par inclusion
n de ¢ et muni de 1'union U . Le couple < €,VU» définit un feisceau ordonné
: élémentaire (foe canonique) sur R,. Les éléments ratiocnnels sont 1’ensemble
: vide §, et les singletons {n}, n € N. Les rationnels forment un semi-

treillis plat (ou cpo discret). Le lemme 2.1 est trivialement vérifié. Le

snon. faisceau §, est une connection de Galois (trivialement). {cf. Scott 1376).
uj
(i1i) Soit X = N% = 1'ensemble des entiers naturels non nuls ordonné
onique. par
P € né&}p divise n (&=n multiple de pl.
Soit la fonction de densité
, X a
x €lé- V=u: {x1,..“ xntn-—o plus petit commun multiple de Xqseees xn
0 o :
Les éléments rationnels sont alors 1 et les p o0 p est premier et m
s, et un entier. Ils sont -denses (théor2me de factorisation de Gauss ). On a
copro= donc ainsi un o.e < ¢,U% sur N (foe canonique). L'ensemble des rationnels
a une structure plus complexe gue dans 1'exemple numéro (i) (semi-treillis
complet) :
9:u ; I
H
la '
23 3:3
les
de ! ! i
H . !
ordonné ' t '
L 2‘2 32 52 ' H
considé- ' 1
'
ants non 1 !
1 H
tet . 1 I
2 3 5 7 1
1chy
: section ' 1
0 : Dn a encore ici une cennection de Galois.
% ration-
faisceau

D




(iv) Le faisceau N : soit X un modéle ensembliste d’une collection
d'algorithme K (s'i1 existe) ordonné par inclusion. X forme un treillis
complet. Notant que 1. les &léments atomiques au sens de Nolin sont com-
pacts au sens des prepartitions., 2. tout €lément compact au sens d'un
faisceau est rationnel pour ce faisceau, 3. que les 6léments atomiques
sont U-denses dans & (cf. Prolégoménes), il vient que le couple ¢ &€,U»
définit un faisceau ordonné élémentaire sur X. (En fait ici on peut noter
Gue la distributivité entraine 1'éguivalence de la compacité-et de la ra-
tiocnnalité). Ce faisceau est un foe induit, et le fait 2.3 permet d’éclairer
un ressort de la théorie des algorithmes : le Jeu entre 1'union U et 1'union
complétée U. Dn sait gue :

PROPOSITION (Nelin) $.7. les singletons et les algorithmes propres sont
atomigues. a

I1 s'ensuit que si 1'oe était canonique, 1'espace des algorithmes serait
linéairement ordanmé.

Le faisceau N n'est pas une connection de Galois en général (cf. Lemme
2,18,

O 3 s enim

(v) le faisceau SW : Soit X = O une structure de type au sens de Shamir
et Wadge. Le faisceau <A,f> donné au chapitre I est évidemment ordonnd &16-

mentaire. Les rationnels sont les 4d, d € D : Rt est isomorphe au cpo D par

¢ ¥d : DRt
X4+ Ux : Rt 5D

”~
En fait Rt peut &tre considéré comme une copie de D dans D. ul

DEFINITION : Un faisceau « A,ﬁ » sur X est normalisé ssi ¥x € X s(x)& P (x).

i.e. la fibre de x contient le spectre de x.

2.4. Fait : Pour tout foe <C.¥y sur X il existe un foe (;,'-?> normalisé
sur X tel que (i) @ est un prolongement de W

(i1) le noyav de <&,¥> colncide avec celui de <, H
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DEMONSTRATION : 11 suffit de prendre

G : 5»F(3) ¢S e Doml)
s(x}ax Vxe€e X

DEFINITION : foe plat : Scit X un foe. Dn dira que X est plat ssi pour tous

rationnels x,y ¢ Rt{X) on a :

x E y<e>x=y) ou (x=4)

ol L désigne (s'il existe) le plus petit élément de X.

DEFINITION : finitude pour une famille d'ensembles.

Soit X un foe, T € X, F une famille de parties de X poss&dant des bornes

supérieures. Alors r est fini (ou compact) pour F ssi

¥SeF regus Is &S rgs.

Ceci généralise une notion bien connue lorsque F est 1’ensemble des

parties dirigées de X, et correspond & la Z-compacité d'ADJ.

2.5. LEMME : Si X est un foe plat dont les rationnels sont finis pour la

famille d'ensembles F = 1J @[x] (i.e. finis pour le faisceau), alors :
xe X

(i) ¥ x ¢ X la fibre de x contient au plus deux éléments {(i.e.
\pix)y ¢ 2)

(1i) si 3 51,52 distincts ¢ 3(x), alors X posséde un €lément et 81.52

ne différent gque par cet élément

(iii}) =i x,y ¢ X sont tels que

pix) = {s(x]}, @ly) = {sly)}, alors x g y ==>

(+ € X et slx) -fLye sly)) ou (L #Xet slx) s sly)) 0




Cela veut dire qu’il manque trés peu de choses & X pour &tre un f.o.m.

DEMONSTRATION : Soit x ¢ X 51,32 €p(x)

\Jagsg a gusz—-} :-n.:[a]eS2 a £ ula)

yb esz b EUS1=—3 3t[b]c—51 b £ t(b)

Comme X est un foe plat.

¥a ¢ S; &= Lis'il existe) ou a ¢ 5,

¥beS, b=J1(sil existe) oub ¢ S,

d'ol les clauses (1) et (ii) du lemme.

Maintenant si f(x) =ts(x)}, Bly) = {s(y)} et x £y, on a
¥aeslx) acuslyl =) Ibeslylach

ter cas : L& X =3 a3

1t

b & sly) i.e.
s(x) e sly)

2e cas L eX:2 sous-cas a =4

a#d =9 a=bc¢c sly)
4 oslx) - {4}esly) D
Nous avons considéré la notion de reconstruction des éléments au moyen

des rationnels, celle de spectre peut &tre utilisée de la méme manidre. Plus

précisément, nous allons examiner la forme le plus pure (ou minimale si 1'on

préfére) de f.o. normalisé, celle de faisceau ordonné monigue.

i
!
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mn f.oum. II - FAISCEAUX ORDONNES MONIQUES

Nous utilisons d'abord une approche analogue a celle de Hofmann

[scsy I-1.8, 1.10.

2.6. PROPOSITION : Seit X un ensemble partiellement ordonné, F 1'ensemble

des parties non vides de X, ¥ 1'ensemble -de toutes les fonctions monotones

croissantes s : X+ F telles que ¥x ¢ % slx) ¢ ¥x. Soit R 1'ensemble des

relations binaires < sur X telles que
A x cy=3xeYy
(ii) x < yetygz=2x<z

(i1 ¥x ¢ X 3y € X y <X

Alors il existe une bijection entre ¥ et R qui associe & chaque
se 9 la relation < donnée par x <_ ¥ &% x ¢ sly). Son inverse est donnée
par

Ra¢—y 8, ¢ X—sF

x = {y € X : y<x} .
DEMONSTRATION : Soit se¢ % et x < y 4= x e sly). Alors
(1) x4 ¥ =9 x ¢ slylady =P x eV

[ii]x<syety;z=9xes{y)n_=.s{z]==?x<sz

u]
(1ii) ¥x e X six) #¢ =3y eslx} l.e. ¥y < X
3u moyen s
2re. Plus
. Réciproquement soit R et s (x) = §{y € X y< X }alors s [(x) €¥x
2 si 1'on : <
par (i), s est monotone par (ii) et Im(s ) & F par (iii). Donc s e,

ta pijection est évidente. a

TERMINOLOGIE : si x < y on dira que X approxime y.




Exemples : (i) la relation *way-below” [bien en dessous) dans un treillis

complet définie par :

X €< iy¢==)x e n{I GIdCVX syeull
est un élément de R (cf. [SCS] pp 39, Prop. 1.2)

(ii) le faisceau N2 1 x < y €= x est atomique et X ey

{1ii) le faisceau SW : x ¢ y &% 3Jd € D x =dd et xe V.

Noter que les éléments de R ne sont généralement pas des ordres au
sens usuel : ce ne sont méme pas des préordres puisgue {v < v &= v € X)

est faux. Ce sont des ordres stricts cependant.

Les éléments de R seront appelés prdres auxiliaires (1'expression
est empruntée a {SCS) bien que nos cbjets soient plus généraux), et ceux

de ¥ les fonctions-spectrales. Les parties s (x) seront appelées les <-

spectres.

I1 est clair qu'un ordre auxiliaire est un faisceau ordonné monique

{en abrégé fom ou faisceau s'il n'y @ pas d’ambiguité)
u
(...__—.——
X Px)
S

si et seulement si ¥Yx € X x = U(s(x)).

La classe des fom est close par produit cartésien et coproduit.

2.7. PROPDSITION : {i) un ordre auxiliaire ¢ est un fom

u
X PX)

5S¢

si et seulement si yxe X x =U [s<[x)].

(i1) Tout foe permet de définir un fam, qui est de plus une connec-

tion de Galois, en prenant la fonction spectrale




treillis

‘res au
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2t ceux
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X 48(x) ={veRt:vex} ]

DEMONSTRATION : évident.

Exemple : Soit X = le magma complété M®(F,V) et 1'ordre auxiliaire

x < y &= x est un arbre fini gui approxime y.

< définit un fom, les &léments rationnels sont les arbres finis,

et les non-rationnels sont les arbres infinis.
VxéX s Ix)=gyeX:y est un arbre fini g x}.

On a de plus dans M”(F,V) une agréable propriété : aucun rationnel
n'est limite d'une infinité d’éléments tous différents de iui-méme.
Mieux : entre deux rationnels distincts comparables. On ne peut trouver
qu'un nombre fini de rationnels. (On retrouve cette propriété dans les

domaines concrets de Kahn-Plotkin). 0

I1 spparait que les foe dont les fibres sont réduites au spectre
sont & peu prés aux fom ce que les treillis algébrigues sont aux treillis

continus. Nous allons préciser ce point.

2.8. PROPOSITION : Tout cpo algébrigue posséde une structure de fom

élémentaire.
DEMONSTRATION : Il suffit de prendre
x 4 ye=» x est fini et X Ey

Dn a un faisceau puisque le cpo est algébrigue. Les géléments ration-

nels sont exactement les éléments finis. a

DEFINITION : Soit X un ensemble partiellement ordonné. CPREIN deux fonc-
tions de P(X) dans X définissant des fom sur X.




On dit que le faisceau défini par s est plus fin (ou moins grossier)

gue le faisceau défini par 5, si et seulement si

¥xeX s, (x) € 5,(x)

On note alors s, < 5, O

2.8. LEMME : Soit X un poset muni de deux fom s, et s tels que s, est

2 1

plus fin que S Alors toute fonction f : X o Y régulidre au point x pour
le faisceau 5, est réguliére au point x pour le faisceau 55 u]
DEMONSTRATION : x € X f(x) = U §f(v) : ve 5,(x1%

Ywe s (x) Flw) £ F(x) == 3Fw) : we s5(x)}
est majorée par f(x). Mais s,l[x] e sz[x]
=

§flv) = v e sq[x]} e {flw) : we 52[x]}

t t

borne sup. f{x) majoré par f(x}
=3

FIx) = LR 5 w e s,0x) 0

On en déduit en particulier que les fonctions normales de Nolin

f ‘ﬁ'o"" ..GD sont toutes Scott-continues.

DEFINITION : Soit X un poset. Une famille T de parties de X est isotone
ssi

(i1Y¥S e g us € X

(11)Vs,.5; € us EUS, =5

4 €S O

1 2
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Dn a un résultat analogue aux topclogies @

2.10. LEMME : Pour toute famille isotone K g P(X), il existe un faisceau

ordonné monigue le moins £in {(ou le plus grossier) s tel que

Vvxex 3¢ x = WS == s(x) =8 0

DEMONSTRATION : immédiat. I1 suffit de prendre la fonction spectre

xrp S sl 35ef  x=US

[}

+ x sinon

2.11. LEMME : Soit X un ensemble partiellement ordonné. Alors 1'ensemble

des fom sur X ordonné par & a une structure de semi-treillis complet dont

le "bottom” est constitué per le faisceau 3

s: xabx =f{y€eXysx} u]
DEMONSTRATION : immédiat. Si {si’s est une famille de fom,
1eI
g

(rs,) t xp U 5. (x]
i i icl i

I1I - FAISCEAUX ORDONNES INTERPOLABLES

DEFINITION : 1) Un faisceau <A,py sur un ensemble X est in-

terpolable au point e €X si1 et seulement si pour tout x € X,

on a

¥ eeplx)
{3i ¢ Dom(e) e = (1)) &= (31 € Dom(e3.

u =§I[(1) tg vyreplu} 3] eDom(§5) e = TLi))
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{c’est-a~dire e approxime x selon un certain systeme ¢, si et seulement si
il existe, yn u € X qui approxime x selon ce mdme systéme, tel que e
approxime u selon tous les systémes.

2) Un faisceau 2,(y sur un ensemble X est interpolable ssi 11 est
interpolable en tout point. 0

Dans le cas ol le faisceau est ordonné monigue, la définition précé-

dente se raméne 3 (puisque & = s(x) modulo Im) :
e ¢ s(x) &= Iu ¢ s(x) e ¢ slu)

ou encore avec les notations d'ordres asuxiliaires

e<xe&p Iy < U< X

Ceci permet de prolonger immédiatement la définition sux ordres auxi-

liaires.

On note aussi que tous les points d'interpolabilité sont des éléments
du noyau, ce qui indigue gue 1'interpolabilité est unme fagon tr2s forte de

tenir compte de la structure du noyau au niveau du faisceau.
Exemple : Les treillis continus sont interpolables (Scott).

2.12. Fait : (i) Les faisceaux ordonnés &lémentaires sont interpolables.

[ii) les faiceaux ordornés sont interpolables en tout point rationnel.

Ainsi les faisceaux N et SW sont interpolables. L'interpclabilité appa-
rait comme une propriété importante dans 1’étude des fo. Elle intervient
dans 1'étude des relations existant entre deux fagons {équivalentes dans
les treillis continus) de définir la continuité d'un poset au sens de Scott
(proposition 2.13), et dens l'utilisation des échelons de Scott pour la cons-
truction de faisceaux sur les espaces de fonctions réguliéres {cf. Chapitre
IIT - §III-1).
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Noter gue si EN et 8, définissent des foms avec sy plus fin que s,

1'interpolabilité de 54 entraine celle de ) {pour des raisons évidentes).

2.13. PROPOSITION : Soit X un point muni oe sa topologie de Scott. Soient

les ordres auxilisires . sur X
X <<y y &= y ¢ Int(Tx)
X <<y ye=d x ¢ n{I&Id X yeul}

(<<t est associé & la topologie, et «<; aux jdéaux). Alors :
(i} x<e ¥ =) XY ie. Yy silyl e ai[yi.

fii) Si 1'ordre auxiliaire défini par «i est interpolable, alors

< B
x<<iy==)x(ty

(1ii} Si les <<i-spectres sont des supsemilattices et si «i définit un

fom sur X, alors ce fom est interpolable.

(iv) Si «t définit un fom sur X et si ses spectres sont dirigés aleors

ce fom est interpclable et LN y =b X< Y.

(v) 8i X est un sup-semilattice, alors les «t—spactres sont des sup-

semilattices et de sections commengantes )

(N.B : Dn sait gue sur les treillis complets “t définit un fom si et seu-

lement si <<, définit un fom).

DEMONSTRATION :

{i) "1'approximation topologigue entraine 1'approximation par idéaux":

Xk y y&=2y € Int(tx)

&=5 3un ouvert tly) tel que (i) veu ,




(ii) 4 =4 W, (i1i) VS € X dirigée convergente
Usew ==>sauw #&, (iv) ¥bEW b x.

Soit I idéal convergent tel que y€ WU ZI alors UIE Uly) i.e.
I0n W(y) #¢ d'ol x € I puisque I est une section commengante. Donc

A&y ¥ == ¥Ie Id X ¥ € UI =¥ x € I) i.e. Xy Ve

(ii) réciproquement soit x € X, et

a
ftx = {y € X : X<, y}. I1 suffit de montrer que #x est ouvert.

1.) xe, z gU ==3 X%, u donc $>< est une section finissante.

(2.) Soit S € X dirigée et convergente telle que x«i L15S. Trouver

un 8 € S tg x&, s, Comme <<, est interpolable, on a2 un w € X tqg

i
x(ciw«ius, et

VIeIdcvx whUI = weél

Prencns I = %S, alors il existe s € S w & s par définition. Donc

x«l. w & s, d'ol x«i 5, i.e. 5 € '*i'x. L'ensemble ix est donc ouvert.
(1ii) ttilisant un ergument de [SCS) on pose
I2 = {u eEX: dy u«i yee o z}‘. IZ est un idéal car :
1. les ¢ i-spectres sont des idéaux

Wx € X sgylx) =nflels Xx:xgUIP

et une intersection d'idéaux est toujours une section commengante et

2. VYa,b tg ag; x et b<¢, x 3o €5 eylx)

c = [ay b) [supsemilattice) donc les spectres sont dirigés.
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.
&

3. D'ol : Ugy Yy 2 et uz,“:l Yo&; 2 =

== Y [} U, “i Y4 J Yy4; z en appliquant le point 2. et proposition
2.6. 1}).
i.e. (b
. Donc Maintenant soit UIz = z', alors z = z' car sinon
z=Ufy €X: v&y x‘ ==3 h’«i z y g z', mais alors
y =U{u €X Uk, ys ==?5u«i yugz'
et u«i yee, 2 ie.u@ Iz - contradiction.
- ouvert.
Supposcons alors x«i z= UIZ. Ceci ==% x & IZ par définition de
ante. «i ==3 3y X, Y& Z par définition de Iz.
Trouver
(iv) Soit X, Z. Notons
s(z} = 5“t[2]' Alors
X, oz = Us(z) €=3 Us(z) € Int(4 x)
s(x) dirigé == (ouvert) s(z) N Int(Tx) # ¢
== Ja € s(z) N Int(? x) i.e.
. Done
Uvert. 3a A« z et xe, a ged.
(v) X, 2 &=3 z € Int(4 x). Soit
s(x) = !y TN xp={y:xe Int {4y}
1. s[x) est une section commengante car y € s(x), z Ly ==
x € Int(fy) ¢ Int(% 2z) ==% z € s(x)
- et 2. s{x) est un sup-similattice car

v.z € s(z) ==$ x € Int(ty) A Int(az) =

Int((P y) O (2 2)) = Int(&(y P x3) ==

yu z g six}.




On appellera xcpt ¥ "x est topologiquement blen en dessous de y",
et x(ci ¥ "x est bien en dessous de y". On notera que méme sur un treil-

1lis complet elles ne sont pas forcément Equivalentes : 1) suffit de prendre
X ={} U (nx [0,1]) v}

avec #(n,r) = (4r} x fr.1H U [tea1y LRIV TRAI

On a (1,0)¢, T mais 1[(1,0}«-t T).(Exemple cité dans [scs)). on véritie
bien st[T} g si[T)

2.44. COROLLAIRE : si X est un sup-semilattice et g1 ¢<i est un fom sur X,
L7 MORRLCATRE
alors

(1 Xy y €= X&, t (notée <)

[ﬁ)a«xetb&x=$aub€xethawmhﬁsmtmswumm
commengantes

(1ii) 11 est interpolable,

De fagon analogue, si X est un supsemilattice et si <rt définit un
fom sur X, alors il est interpolable et ses Spectres sont des supsemilat-

tices et des sections commengantes.

Montrons encore une classe de faisceaux ordonnés moniques interpolables.

2.15. PROPOSITION Soit X complet sous condition et 1'ordre auxiliaire
=2 T SrUo 110N
xce, y &

xenN{rerd x:ye U1} . Alors

(1) si u,v € X sont majorés par W€ X, alors 11 existe u Uv

fii u g X, v gz =3 Uge, 2 (&> les spectres sont des sections
commengantes)

(1ii) les spectres sont dirigés
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{iv} ace, X et b“i X ==$aub«i X

(v) si <y définit un fom sur X, alors ce fom est interpolable.

DEMONSTRATION : Si u,v poss&édent un majorant, alors 1'ensemble des majo-
rants est non vide et poss2de une borne inférieure. Soit
s(x) = O\ lI € Idcvx s x U I}. L'ensemble s(x) est un idéal car 1. sl a,b€six)
Y1ie Id X xC UI gt a,b € I ==% 3mI €1 tgm  a.b. I1 suffit de
prendre

m=rfn : 1€Id Xetx gul}

gui existe puisque [mI:...} est minorée et non vide et m € s(x), m lenb.
2. C'est une section commengante cer intersection de sections commengantes.
Puisque s(x) est un idéal, Va,b € s{x)

Ime s(x) m3Jab ==%al b existe par {1) et il vient
aUbgm==>auU be six).
L'interpolabilité du fom résulte du méme argument gue pour Prop. 2.43
(ii) B
En fait 1’'interpolabilité des faisceaux des deux propositions précé-

dentes met en oeuvre un fait plus général, gui est la stabilité.

DEFINITION : Un fom sur X est stable au point x € X si et seulement si

VyeX 5;y==és[x]=[&x]ns(yl 0]

Cela veut dire en gros que s(x) est un point de passage obligé pour la
croissance de tous les spectres s(y), y 3 x, et qu'on ne peut "grimper” dans
1’ordre € gu'en rajoutant des approximants $ X

Exemples de fom stables :

(1) le faisceau SW est stable en tout point car

s{x) = [&d :de€ x} et x gy ==
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Gx) Nsty) = (b N {4d = d € y}
comme 4y = {u €D :u € vy}
(x) Nsly) = {¥d : d €y et ¥dcn} =
(y es? une section commencante d'oli +d Cx odE€n)
= {4d : d € x et d €y} = (x Cy) ={4d : d € x} = s(x)

l.e., le faisceau SW est stable.

(ii) 1le faisceau N est stabie si et seulement si les rationnels
sont incomparables entre aux - (En particuller un falsceau N stable est
un foe plat). En effet:

= x,y atomiques distincts = s(x) = {x} , sly) = {y} (les spectres
¢i sont les prepartitions). Supposons x €y alors

s'(y) = {x,y} n'est pas une prepartition, car x gy d'ol
Ix} = s(x) # 5(y) N¥x = {y} N 4 = ¢

contradiction. Done stabillté = les chalnes de rationnels sont toutes

réduites a un element.

= reciproquement si les rationnels sont Incomparables entre eux, on a
w atomique et wcC x et wf.s(n) =
= wclfu:uv €s)} =3 u€six) wcu

w = u € s{x} contradiction. Donc

Vx,y €X xcy = six)= (¥x) N siy)

Ce qui decoule en fait de ce que N est une connection de Galois. D

On voit donc qu'il existe des faisceaux interpolables qui ne sont pas
stables. Mais comme on le verra plus loin la stabilitd permet d'exhiber
une large classe de fom interpolables, Précisons d'abord les relations

entre les faisceaux stabies et les connections de Galois.
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2.16. LEMME =

(i) Tout fom gui est une connection de Galois est stable.
[3i) Tout fom sur un espace dirigé X, qui n'est pas une connection de
Galois vérifie la condition

3x g X tg le fom n'est pas stable en x

(iii) sur un poset dirigé X les fom stables coIncident avec les connec
tions de Galois tgllo & = idx.

DEMONSTRATION :

(i) les spectres sont des sections commenganies du noyau, d'od la
stabilité

t11) Par hypothése 3Ix € X s(x} # &Ntxlx

i.e. IxE€ X 3u € N(X) uc xetug s(x) mais y € N(x) ==>»3w € X
u € slw)

X dirigé == dy 3 XuW s{y) p six), slw)
u€ slw) ¢ sly) =Pu € s(y).
Donc u £ s(x) et u € Wx) A sly)

i.e. x point d'instabilité du fom.
(i1i) immédiat O

Ainsi pour le faisceau N :
rationnels incomparables ==$ connection de Galois trivialement

rationnels comparables == {1 existe des points d*instabilité donc on

n'a pas ung connection de Galois.
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2.17. LEMME : Soit X un poset muni d'un fom, x € X et Tx = {z € X1 x ¢ z}.
5% les spectres des y € ®*x sont ﬁirigés et sl le fom est stable sur #x,
alors X est interpolable au point x.

DEMONSTRATION : Si x est rationnel c'est évident. Sinon
x4 y == s5(x) 5 s(y}. Soit b € sly) - s{x). Comme s(y) est dirigé
3ce slyl c3b.x

s{c)l = (bedl N sfy), x € ¥c et x € s{y)

=4 x € slc) i.e. x £ c &y i.e. X interpolable au point x. u]

DEFINITION : Points de continuité d'un faisceau

u
Soit X €= P(X) un fom, tel gue X et P(X} scient munis d'une struc-
s

ture d'espace topologiques. Un point x € X sera dit point de conmtinuité du
fom ssi1 la fonction s est continue au point x.

Si tous les points de X sont cdes points de continuité, on dira que
le fom est topologigue pour les tepologies de X et $(X).

Exemple : {1) Supposcns X et P(X) munis de la topologie de Scott, alors

U
X € X est un point de continuité de X"‘:;‘P(X] ssi ¥ chaine ascendante
B
=) [ 4] =
{xili . telle que x T % on e sltdx,) ystxi]

[2) exhibons maintenant une fonction spectrale partcut continue.
Soit X un poset muni de la topologie de Scott, posons

s, ¢ X —»P(X)
X+—35{y: x GInt[ly)g ={y: ve& o X}
(c'est la fonction spectrale de la relation "way-below” topologique).

Sy est une section commengante :
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ue st(xl &3 x e Int@ u)

ve u =ptug tv = Int@u) ¢ Int(v)
b x € Int(tu) € Int(tv) =) v € st[x)

=) st[x) est une section commengante.
Et S¢ est partout continue i.8.

sl xi] = Y s(xi] car
(1) aé€ st[‘f xi] - Y x, € Intital

= Exi xie IintMa) = 3Ix; 8 est(xi)

=35 (Yx) € Y s lxg)

(1i) sy est monotone : immédiat

g st[xi) 4 St[ E xi] i.e.

st[ %‘ xi] = Y st(xil

De plus, puisque st(x] pst une section commengante, si s,y définit

aisceau alors c'est une connection de Galois.

On peut donc dire dans le cas général, sur un poset X, en vue de

vinterpotabilité, 1e fait que

plication du lemme 2.17 pour obtenir 1

o]

spectres soient dirigés est ce qui "manque” aux relations <c g (way-

(way-below) pour stre interpolables.

U
. PROPOSITION : Soit X P(X) un fom, X et PIX) munis de la topo-

PATN LR LR AL

s

logie de Scott
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(1) 81 ¥x s(x) = sg,(x) = {ve x: ¥y, x}
et si le fom est interpolable, alors chaque point de X est un point de
continuité

{1i) si tous les points de X sont des points de continuité du fom,

alors

Vx€X sx}g se,lx) =jvex: vée g x}

DEMONSTRATION :

(1) on a que (interpolabilité et prop. 2.9 clauses (i) et (ii}) =

Vxe€x sy (x) = Be (x) = s, (x)

et on voit dans 1'exemple précédent que Sy est continue.

{2) Soit pour toute chaine ascendante convergente de limite x
[#] =
s( L xi] 1{' s{xi]. Alors

V<X=Li,xi ==?VGs{x]=s[lilxi]=Ys[xi}

==%5xi vE slxil ie. v & Xy Bonc v € (\[I € Idcvx : x ¢ UI car les
idéaux ne sont rien d’autre que les sections commengantes engendrées par

les parties dirigées et s est monotone.

D'ob v«i x. -Done
¥xex s[x]g{yex:y«ix} D

On peut noter aussi que si X, P{X) sont munis de la topologie de Scott,
s : X —>»P(X) continue en x alors s(x) est une réunion de chaines ascen-

dants convergeant vers x ssi s(x] est dirigée car :

== : si a,b € s(x) on prend une chaine ay passant par a et une chaine
ibjl passant par b s a, b € s(x} = Usfa;) = Ul stby) =

1
) d'oli max(b.b,) 2 a,b

ibj e:e:s[bj 3

¢== 1 trivialement.
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QEFINITIDN . On dira gu'un fom sur X est continu au sens de Scott (ou

simpliement continu) ssi sa fonction spectre est
g 1 x +—* s(x) ={ye X y&y x]

On appellera faisceauXx algébriguea les falsceaux continus &lémen-—

taires.

La propositicn 2.48 nous dit donc que parmi les fom interpolables
tels gue tous 1es points de 1'espace sont des points de continuité pour
1es topologies de gcott de X et P(X), les faisceaux continus (au sens de
scott) interpolables sont les moins fins. £t que 1'existence d'un fais-
ceau s comme dans 2,18 (ii) force 1'existence d'un faisceau continu au

sens de Scott.

Ou encore, que X et P(X) étant munis de la topologie de Scott, la
classe des faisceaux interpolables sur X, qui sont topologiques forme un
sous-semi treillis complet du semi-treillis du lemme 2.11, et le bottom

de ce sous-semi treillis est le fom continu de X.

On retrouvera une situation analogue 3 ce dernier point au chapitre
III, Fait 3.11.

2.19. COROLLAIRE : 5oit X un treillis complet et P(X) 1'ensemble de ses

parties ordonné par inclusion munis de 1eurs topclogies de Scott, et A =4
A

Alors 3 un falsceau ordonné monicue Xf:::;F(X] qui est un faisceau topolo-

gigue ssi X est un treillis continu.
DEMONSTRATION = jmmédiat par prop. 2.15 (v) et prop. 2.16. 1]

(Nota : Notons gue SuT un faisceau continu toute fonction régulidre en un
point est Scott - continue en ce point. En effet, localement, pouT toute
partie dirigée g, x =Us, le fom détini au point x par x +—»> §S est moins

fin que le fom continu en x. Donc 1a régularité pour 1e second impligue la

régularité pour ie premier (lemme 2.9)).
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I1 serait intéressant de savoir quelle est la structure des fais-
ceaux topologiques lorsgue 1'on change la topologie de X et P{X). On
pourrait par exemple prendre la topologie de Lawson (que nous retrouve-

rons plus lein dans le prebléme de la séquentialité).

DEFINITION : Soit X un poset

(1) la topologie inférieure de X est engendrée par les compiéments

X\d4a, a€ X, des sections commengantes principales

(i1) la topologie de Lawson de X est la topologie engendrée par les

ouverts de la topologie de Scott et les ouverts de la topologie inférieure.

La classe des treillis continus est close par passage & l'espace des
fonctions continues (réguligres). Peut-on dire ia méme chose de la classe

des treillis "continus au sens de Lawson” si on définit s

Soit X un treillis complet. X est continu au sens de Lawson ssi X et
P(X) étant munis de le topologie de Lawson, il existe un faisceau topolo-
gique X& P(XJ.
s N
Cette question, et les propriétés des faisceaux topologiques en général,
n'ont pas encore &té investiguées.

ord

for

fa
mo



fals-

Touve-

3ments

ar les

aférieure.

oace des

3 classe

ssi X et
topolo-

en général,

- 115 -

Le diagramme suivant montre quelques relations entre les structures

considérées icl

falsceaux
continus

ordres auxilialres
trellis

. algébriques

i faisceaux

- - [
algébriques

fom &lémentaires
?faisc aux continus

taisceaux ordonnds ———¥ ordres
auxiltiaires

moniques {f.o.m.)

Terminelogie : On appellera faisceau algébrigue tout fom continu au sens

8i X est un fom, X et P(X) gtant munis de

de Scott, gui est glémentaire.
1a topologie de Scott, un point x € X est algébrique ssi (i) x est ration-

nel et (ii) x est un point de continuité du faisceau.

Exemples : (Toutes les structures considérsées ici sont supposées munies

ge leur ordre habituel, sauf mention expresse)
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1. Un ordre auxiliaire qui n'est pas un faisceau
X =N, soit x ¢ yﬁ%[xﬁynux=y=[§].
La relation ¢ vérifie
X<y =px&y
X¢ygz=p»xdz

¥x€X dv€X y <& x

c'est donc un ordre auxiliaire mais ce n'est pas un faisceau cer :

¥x e X x#0=bs<(x]={ye]‘l:y§x;

x
u

=0=3s,(0] = {0
supls , [x)} €= x = O.

n

donc VxEeX x

2. Un faisceau ordenné monique qui n'est pas élémentaire :
Soit X =R et x ¢ y(’-?XQY
est un ordre auxiliaire. De plus

¥xe X x=U{y€R:y<x}

d'aprés les propriétés de R. C'est donc un fom.
Cependant :
YveER vevesdvy $v &= FAUX
Donc 1'ensemble des éléments {-rationnels est vide, et par consé-
quent il ne peut pas étre dense dans R. Le fom ¢ n'est donc pas élémentaire.

On note gue ce faisceau est interpolable et stable.

3. Un fom élémentaire qui est un cpo, mais n'est pas algébrique :

Soit X = (0,13 U {a] avec @ R muni de 1'ordre partiel,0 ¢ a ¢ 1
{crdre usuel
sur [0, e R



oneé-

iémentaire.

e ¢

1 €1
> usuel
DM ER

- 117 -

i.e. X est le treillis complet :

Munissons-le de la fonction de densité $ = LJIPIKI-{ﬂ . Alors 1'en-
semble des €léments rationnels est :

Re(x) = [0,10 U {a}

et 1 est le seul Elément non rationnel. Nous avons évidemment un ordre

élémentaire puisgue
1 = sup 1x 1 X E [0.1[]

et on a méme un fom. Mais ce fom n'est pas algébrique car [0,10 forme une

chaine ascendante dont la limite est 1 et

U{s[y] iy €[00} = (0.0 # s(1)

puisque le spectre s(1) de 1 est
s(1) = (0,11 U {&}
Les spectres ici ne sont pas dirigés.

4. Un faisceau algébrique qui n'est pas un cpo :

(1) 1'ensemble N des entiers naturels muni de 1'ordre usuel ¢ forme
un faisceau continu dont tous les éléments sont rationnels. Mais ce n'est
pas un cpo, puisqu’on a des chaines ascendantes infinies qui divergent.

{l'ordre p € q €=% p divise q donne une structure de méme nature).
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(1i) Si E est un ensemble infinl, alors l'’ensemble des parties
propres non vides X = P(E) - lE,ﬂ ordonné par inclusion, muni du foe
canonique satisfait aussi nos conditions.

5. Un cpo algébrique qui n'est pas un treillis algébrique : Scit
M®(F,V) le magma complété [NIV]. T1 est bien connu Que c'est un cpo al-
gébrique. La structure de faisceau algébrigue est donnée par :

- Eléments rationnels = les arbres finis

- &éléments irrationnels = les arbres infinis.

6. Un feisceau non aigébrique, qui n'est pas un cpo :
B.a2. Un exemple avec quelques points de continuité : Nous considérons de
nouveau le foe < §.,¥» surR, avec ¥ = Uhu £0: U majorée mais non
bornée dans Q} gue nous avons déjad donné en exemple. Les nombres ration-

nels sont (par vacuité) les seuls éléments Y-rationnels. Donc

¥xe&R slx) ={y6|3:y5x]

Ce faisceau est clairement continu en tout point irrationnel, et
discontinu en tout point rationnel, puisque 1 = 0,9999 .... mais

16U{y€ﬁ:y(x11 o x,
i

est un rationnel de la forme 0,988...9.

Plus précisément soit x € R, {xi} une chaine ascendante telle que
x =Uxi. Aveons~-nous s(x) = s[xi] ? Ii"gst clair que s(x) 2 U s[xi). Sup-
i i i

posons s(x) #U s[xi] 3 nous obtenons :
i

Jue B ue€ slx) etutUs[xi] vi
i

=¥ Ju€ed u>xx ¥ietucgx.

Puisque x = Uxi. 11 vy a deux possibilités :
i
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(i) soit u = x et ceci est impossible seulement dans le cas ol x est

un nombre irratiocnnel

(ii) soit u £ x et ceci conduit & une contradiction puisque x est la

borne supérieure des Xy

D'od lea continuité du falsceau en tout point irrationnel et sa dis-
continuité en tout point rationnel. Aucun point de ce faisceau n'est al-

gébrigue.

Eb. Un fom [élémentaire) partout discontinu :

Soit X = @ muni du fom induit sur Q par celui défini en Ba.

7. Un cpo gui est un falsceau continu, mais n'est ni élémentaire ni

un treillis continu

On considére les cpl (continuons partial lattices) définis par Egli,
1975 ainsi ¢

Un espace partiellement ordonné X est un cpl ssi

(i) X est semi-treillis complet
(11) toute partie d'une partie dirigée & une borne supérieure
(iii) ¥x € X &x est un treillis continu.

On voit gue selon notre terminolegie, les cpl sont des cpos complets

sous condition munis d'un faisceau continu.

6. Un faisceau continu gqui n'est pas un cpo, ni un cpl :

Il suffit de considérer la droite numérique R.




CHAPITRE III

ESPACES DE FONCTIONS REGULIERES

<A.p> et <»,p'> des faisceaux ordonnés sur X et Y [en fait
il suffit que Y soit muni d'une fonction limite A" ¢ {U,M3d, F 1 XY

une fonction (éventuellement partielle). nlors f est régulldre au polnt x € X

(resp. faiblement régulikre au point x € X) ssi  veeplx) F(x) = a'(f (&) '

(resp. ssi Yeoeplx) A (flr) existe = f(x) = a'(f(s))).

& partir de maintenant, pour simplifier l'expression, nous confondrors

souvent, s'il n'y a pas ambiplité, le nom de la structure de faisceau et le nom

du support de cetts structure.

Ordre extensionnel (pu point par point] sur [X —sY] :

VFge[X Yl Tegey¥x flx)egk) 8] i

(i) (faisceau S). Soit X un epo discret i.e. un semilattice complet

Xeyé&dx =y ou x =+ , 0On peut le munir d'une structure de f.o.e.

<g ,W> et tous les points sont rationnels.

¥ X & slx) = {x,L3% si x AL
s(L) = {L}

(cet o.e. est en fait le faisceau S de X). Alors une fonction £ : X oY, !

Y ordonné est continue pour la structure de cpo si et seulement si elle est

réoul idre pour la structure de faiscesu. Cecl est un cas important en theorie

de la programmation mals est encore vral pour fous tes falsceaux S (cf.

49, 50). Alnsi st par exemple X est un cpo algébrique, Y

est régul Iere au sens du falsceau $ de X ssl Y xeX
) = U{f(a?

X > Y est contlnue au sens de la topologie de Scott ssi elle

a finil € x} ssi elle est réguligre au sens du
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faisceau S de X ssi Vx e X flx) = Ugfla) : a finl ¢ xj
ssi elle est réguliére au sens du faisceau S ey de X

u
X ¢ (X)3. (Ces équivalences sont faciles a démontrer). u]
S«
i

(ii) {faisceau Puw)
Soit X =Y = Pw 1l'snsemble de toutes les parties de N. On définit

f : Pw o Pw continue ssi  wx ¢ P

=u .
f(x) if'{en] e e x}
ol les e, s Nk N constituent une énumération des parties finies de NN
(on prend

- =L 51
e iko'k‘l"'”km%}‘ ke <k pon= 2

Mais on a vu (Chap. I} que le faisceau Pw avait pour rationnels les sin-

gletons {P}. PeN et P . lacontinuité de f peut donc se réécrire
filx) = {f[en] te e x} =U{F{pY : {pie x}

ce qul est exactement la régularité de f.

(1ii) Si X est un foe avec a= W {resp. a4 =n), X2 le produit de X

par lui-méme, alors la fonction (x,yles x Uy {resp.(x,y) rs x Fy)

de X2 dans X est réguliére chaque fois qu'elle est définie (trivialement). 0O

I - MONOTONICITE ET PROLONGEMENT

On a wu dans les cas ci-dessus examings gue la notion de fonction réguliére
englobe celle de fonction continue au sens de Scott. On sait gue les fonc-

tions continues sont toutes monoteones. Qu'en est-il des fonctions réguliéres ?

3.1. LEMME (monotonie des fonctions régulizres)

Soient X,Y deux faisceaux ordonnés tels gue X est normalisé et sa fonc-
tion spectre définit un fom. Scit f : X o Y uns fonction.
Alors ¥x,ye X, =i f est régulidre en x et y et x gy, alors

f(x) € fly). En particulier si X est un fom, alors toute fonction réguliere

sur X est monotone sur X.
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DEMONSTRATION : x = y et X est nomalisé - s(x) ¢ g(x) et
sly) € ply); slx) ¢ sly) =5 f(x) =Uf(s(x)] & u fis(y)) = fly) =
fix) & Fy). 0

Dn note que si X et Y sont deux faisceaux ordonnés, {X - Y] 1'ensemble
des fonctions réguliéres muri de 1'ordre extensionnel, et si ”i}it T est
une famille non vide de fonctions réguliéres, et si Y est un sup-semi-

lattice complet alors {f une borne supérieure dans [X - Y]

i}ii I
définie point per point par

= U
{*1‘ fi)(xJ 7 (F4(x))

d'aprés le lemme 1.2.

3.2. LEMME : Sodlent X,Y deux f.o.e. tels que X est normalisé, ne con-
tient gue des rationnels et sa fonction spectre définit un fom ; soit
f : X Y une fonction. Alors f est réguliére sur X ssi elle est mono-

tone sur X,

DEMONSTRATION : d'aprés 3.1 f régulidre = ¥ monsotons.

Réciproquement ¥ monotone = VFx €X F(x) = uf(six))
puisque x € s(x) = 4x. 0

3.3. COROLLAIRE : dans les conditions du lemme 3.2., pour toute fonction monotone
Bt X 4 Y, la restriction de g aux éléments rationnels de X
réguliérs,

* ElRerx) est

Il est généralement faux oue toute fonction réguliére sur les Eléments
rationnels peut étre prolongée en une fonction régulidre sur I'espace tout
entier. Par exemple soit X = I‘JT = {Tjul\l » &vec ne T, muni de 1'o.e.
canonique. On a Rt(X) = N.

Soit boolean
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muni de 1l'o.e. canonique; la fonction

F 1 RE(X) = ¥ tq F(9) = (2] = true
f(2+p) = false ¥p»>0
est monotone sur Rt(X), donc réguligre, mais elle n'a pas de prolongement

régulier & tout l'espace si le faisceau n'est pas monique puisque
{1.2%, {3,4,5 ...} ¢ glTy =

uf§1.2)) = true
FT) =
uf(g2+p : p>0}) = false

avec true # false est impossible.

Remargue : Dans le cas général, les relations entre la monotonie et la régula-
rité ne sont pas trds claires. Regardons par exemple le cas de la

KP-convergence (chap I, pp 11-15).

Notations : Soient X,Y deux Tz-aspaces topologiques, ZX (resp. 2Y3
1l'ensemble des fermés de X , 2Xg £(%X) (resp. de Y, ZY;: £{Y)).
Munissons ‘ZX et 2Y de leurs faisceaux de la KP-convergence. Alors
on sait {cf. [KUR} , vol. 1. pp. 338 ; VI, 7 et 8) gue pour toute suite

de ZX ou 2, ona:

{An} neN

=3 = u
gAn} neN croissante => 1I::m An S An
At nem décroissante = lim A = f:l AL

n

On dira gu'une fonction f : ZX - 2Y répuliére pour les faisceaux de

la KP-convergence de ZX et 2Y , est KP-réguliere.

LEMME : (i) S1 f : 2)( - ZY est & la fois KP-régulidre et monotone crois-

sante, alors elle est continue au sens de la topologie supérieure de Scott

[i.e. du faisceau S de 2X. ZY]

(ii) méme assertion gue (i) pour la topologie inférieure de Scott.




(113) Si g : X 5 Y est une fonction fermée, et si son extension
g" : 2x... 2' est KP-régulidre {g*(A) = {gfa) : a« Aj), alors g+
est continue au sens des deux topologies de Scott. 0

. 2 :
DEMONSTRATION : (1) {ii) Soit ‘An’ncl\l une chaine si Afone

f(lim A J = flu A ) = (reg.) lim f(A ) = U f(A)
n n n n
n n n n

si An décroit :
Flm A ) = F(N A ) = (reg.) lim F(A ) =Y £[A)
n n n n n n

n n

(1ii} 1la fonction g* est monotone croissante de 2X dans 2Y. n]

Sur les fom nous avons une propriété assez "lisse”.

3.4. LBMME : Soit X un fom &lémentaire, Y un sup-demitreillis complet.
Alors toute fonction monotone f : Rt(X) - Y admet un unigue prolongement
régulier F:X-aY.5 Y nest pas un sup-demitreillis complet, alors

on a un unigue prolongement faiblement régulier.

DEMONSTRATION : prendre

Vx ¢ X Flx) = UF(s{x)) 0

Il est aisé de voir que ceci est une propriété d’universalité tout & fait
classigue en algébre : on construit & partir de Rt(X), un objet (X}

gui est unigue au sens suivant :

1/ on peut injecter Rt(X) dans X
2/ pour tout objet Y et tout morphisme f : Rt(X) o Y . il existe

un unigue morphisme F:ox -+ Y qui fait commuter le diagramme

RO Y

S

Y
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Cette propriété se prolonge au cas ol X estun fom et F : NX)IoY
ssi
¥x € NIX) Fix) = Flx) &>

¥x ¢ N(X) f(x) = UF(s{x)) e £ répulidre

sur N(X}. Donc pour appliquer 3.4 on est ramené & f régulidre

sur N(X) <> f monotone sur N(X). Ceci permet d'énoncer

3.5. PROPOSITION : S X est un fom , Y un espace ordonné, N{X)

le noyau de X. Alors toute fonction f : N{X)— Y réguliére sur le
noyau N(X) telle que ¥xe X ufis(x}) existe dans Y, admet un unigue
prolongement régulier Fix-=y. D

La restriction NIN(X] g'une fonction réguliére f : X - Y é&tant régu-
liére, il s'ensuit gue dans les conditions de la proposition 3.5., 11 y a
une bijection entre les fonctions régulidres sur X et celles réguligres
sur  N(X) ¢

(X5 Y3 = (NX) = Y]

3.6. COROLLAIRE : Si X est un fom €lémentaire et Y un treillis complet.

alors toute famille {Fi}i e [X = ¥] e une borne inférleure dans

¢ 1
[X = Y] définie par (1 £,1x) = Nf.(x) si x estratioonel. ]
i i

DEMDNSTRATION : appliguer 3.2.

II. COMPOSITION DE FONCTICNS REGULIERES :

Nous avons vu plus haut (Chap. I. pp 37) gue, en général les fonctions rég-

lieres ne sont pas closes par compesition.

3.7. PROPOSITION : Soient X, Y, 2 des faisceaux ordonnés tels que toute

partie majorée de # admet une borne supérieure, f : X Y et g Y 5 2




des fonctions réguliéres monotones croissantes. Alors la fonction com-
posée (g o f) 1 X o, 2 définie par (g o f)(x) = g(f(x)) est régu-
liére au point x e X dés gue la condition suffisante :

"les &léments du noyau N(Y) de Y sont finis pour l'image par f de
la fibre de x" est réalisée

DEMONSTRATION : Nous avons ¥ eepix)
glf(x)) = U { g(b} : b ¢ s(f(x)}} & (puisque par hypothése tout
b ¢ s(f(x)) est ¢ fla) ob 8 €o)
Eu{gff(abll taer . beslfix))}e UEelflu)) sues}
Maintenant par monotonicité
Vues B(flu)) e glf(x})
i.e. uggfh]]:ueel e glfix))
d'ol 1'égalité
gflx)) = U gg(fiu)) : ue s }
i.e. la régularité de g o f en x. 0

Cette proposition éclaire le fonctionnement de la continuité au sens
de Scott pour la composition de fonctions définies sur des treillis continus

ou des cpo's algébriques : 1'image d’une partie dirigée est toujours une

partie dirigée, et les éléments approximants sont tous finis pour les parties

dirigées.

Le phénoméne constaté par Prop. 3.7 n'est pas pour surprendre car on se

rend compte ici que la notion de fonction F : X =Y, oo X et Y sont

des ensembles, avec 1a composition usuelle, est inadéquate parce que trop
générale. Au mieux (et si 1'on n'examine pas les choses plus précisément},
elle fait déborder tout de suite dans la classe des fonctions monotones
{cf. Shamir et Wadge, 1977). Elle ne tient pas compte du fait que 1'on tra-
vaille ici sur des espaces trés particuliers, les faisceaux, et le mode de
calcul sur les fonctions doit nécessairement se placer dans le cadre de la
théorie des faisceaux. Un faisceau sur un ensemble revient & se donner pour
chague point de 1'ensemble un systéme d'approximation, qui permet d’accéder

& ce point. Donc transformer un point x par une fonction ¥, revient &
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transformer par f le systéme d'approximation B(x) de x par ¥,

et si 1'on doit encore transformer la valeur ainsi cbtenue par une deuxi-
eme fonction g,.alors puisqu'd chaque instant on ne peut manipuler que
des approximations, i1 faut transformer par g 1'image par f du systéme
d’approximation @(x) de x. Dans le cas ol plx) = {six)J} , on a

x 3 slx) i, Fls0)) By glflsix]))

Ceci revient 3 tenir compte de la proposition 3.5. ci-dessus. L'idée

ainsi mise en osuvre n'est rien d'autre que la vieille idée qui consiste &
considérer des fonctions R — Y définies comme des prolongements continus
de fonctions continues 0Q — Y. Ces fonctions sont les seules qui pemmettent
d'avoir des valeurs envdes points irrationnels au moyen de valeurs en des

points rationnels (finis au sens de la terminologie des programmes]) .

Une premiére formalisation de ceci est de ne s'ocouper gue de 1l'espace
initial et de 1'espace final : c'est la méthode "pipe-line”. Si

X, 500X
n

1 sont des fom, et Y un faisceau ordonné ,

-1

£ ¥ +
X, 1, x, 2 X Ly
g — X e X —

et si le seul but est d'obtenir une composition des 'Fi réguliére sur X1,

en évitant les problémes d'associativité, on peut prendre la composition

"pipe-line” suivante

Vx € X1

(GEf1.....fn])[x] =¥ f B, f JlU) 2 uk s(f!(x)}

aly)

{définie par récurrence), en ne transformant & chaque instant que des €léments
du noyau et en ne prenant la limite gqu'ad la fin du processus, et en prenant

X1 monique.

Une deuxibme formalisation de ceci oblige & s'occuper davantage de la na-

ture des objets que 1'on suppose.




Dans notre formalisme ceci s'écrit ainsi :

0t [XaY]s[Y 2Z] 5 (X s?)

{od (X » 2} désigne pour le moment 1'espace Ex de toutes les fonctions

ge X dans Z, ou encore, mettant des falsceaux sur [X -, Y] et [Y - Z]:

DEFINITION : Composition de fonctions au sens des faisceaux :

Scient X. Y,Z (X Y] , [Y-3Z] des faisceaux ordonnés. Alors on dé&finit
0 : NIX Y} =N LY—.Z];N[XJ —_

o

AFEN[X-» Y]. Age N [Y— Z]. 2u € NIX).g{f(u)) o

3.8. PROPOSITION :

[i) Si tous les espaces considérés sont munis du foe trivial, alors
VFfefX =»Y) , gelr—7). xeX
O(f,g)(x) = g(f(x)) = {g o F)(x)

(11) si tous les espaces considérss sont munis du faisceau S , alors
Yfe[X 5Y), gelv—2], xeX
o(f,g){x) = g{f(x)) = (g o f)(x)

(1ii) si X, Y, 2 sont des cpo's algébriques et si N[X Y] = [X = Y],
N(Y—2Z]= [Y »%] (i.e. f.o.e. triviaux), alors
VFfelXx Y], gef¥a2], xeX
o(f,g)(x) = g(fIx)) = (g-o F){x)

(iv) si 1'espace considéré est le faisceau N sur un modile ensembliste
d'une collection d'algorittmes A, alors VX, Y, Ze £, ¥Ff e (X Y],
VeelY22], xex ,

o(f,g)(x]) = Puis[f.g.x]
ol Puis est défini par Nolin [NOL] comme

Puis = N§F, v, V) V(v [V, (V1))

Vy sV, s Vg ek}

(vl si [X Y] et [Y-» Z3 sont des faisceaux fidéles et élémentaires.

si [X - Y3 est un fom , alors la fonction o est réguligre en tout point
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¢f,g,u) rationnel pour le falsceau produit tg f et g sont monotones.

(vi] 84 X est un fom &lémentaire, si Y est un fom, 81 [X — Y] .
LY —> %] sont des fom é&lémentaires fideéles, si Z est un poset complet
sous condition, alors 1'applicatien o définie sur le produit des noyaux
a un unigue prolongement régulier & l'espace [X - Y]x Yy —» ZJuX muni
du fom produit. En particulier Y Ffe[X—Y¥], g e (Y — Z] ona

olf.g) ¢ {X — 2] d.e. la composition © fournit & partir de fonctions

régulidres des fonctions réguliéres. o

DEMONSTRATION :

(i) affirme simplement gque o généralise la composition usuelle ce qui est
gvident car N{X- Y] ={X-Y], NLY-» 2] = Y- Z], NX)=X

(1i) ici encore N[X— Y] = (X~ Y], NLY— 2] =L[Y— Z] . N(X) = X

(1ii) of(f,g}(x) = U (ol(f,g)(s(x)) =

U(afe N[X2Y].ageN [Y—>2] . Aue NX).g(f{u))) (f.g,s(x)) =
U glflsix))) = ulg o flls(x) = {g o flix)
puisqu'on peut appliquer 3.5 et que la composition de deux fonctions con-

tinues est une fonction continue.
{iv) méme cas gue {ii1) (tous les algorithmes propres sont atomigues)

(v} résulte de la régularité de 1'application, lemme 1.6, et proposition 1.4

{vi) résulte de {v), proposition 3.5 et Vx flg(x)) 2 olg,f,x) n]

On est donc fondé de parler de l’application o comme étant la composi-
tion réguligre. La composition usuelle, qu'elle généralise (3.8(i)), est
associative (et ce fait est utilisé avec profit dans les catégories]. Gu'en

est-11 de la composition réguligére ? A-t-on

Dloi’f’,l,fz}.g] =0-[‘F110[F2.gl] ?




3.5. PROPOSITION : Soit X.Y.Z4U des faisceaux ordonnés avec U poset

complet sous condition, et munissons les espaces de fonctions réguliéres
de structures de faisceaux. Soit les fonctions régulidgres monotones

x_.‘c__.v_.i_,z.._h_,u ’

Alors :

(i} i f, g, h, olg,h) , olf,g) sont respectivement des éléments du
noyau de [X— Y), [Y»2), [2_.5U], [Yo U] et [Xs 23,
alors pour tout x ¢ X pris dans le noyau de X, on a

o{f,olg,h)(x) & ololf.g), h)[x)

(ii) si tous les faisceaux fonctionnels considérés sont des fom €élémentaires
fidekles, si X, Y, ¥ sont des fom, si X et Y sont élémentaires, alors,
prenant le prolongement canonique de o , on a :

o(f,olg,h)) = ololf,g).h)

{111) dans les mémes conditions que (ii}, si de plus, pour tout x € X i

rationnel f(x) est rationnel, alors !

olf,olg,h)) = olol(f.g),h) 4]

DEMONSTRATION : (1) Posons = a, olg.h)] = b. Alors ‘

o(f,o(g,h)) = ola,b) =
Df e N[X5Y) .age N (Yo 2] . Au € NIX).g(flul)))(a,b)
- fa est dans le noyau de [X->¥] . et b dans le noyau de (Y -2])

=%u ¢ N(X). bla(u))

Soit x dens le noyau de X, alors ola,b)(x) = bla(x}) = (définition
de a et b) = olg,h)(f(x)) = (olg,h] est régulier)

= U {olg.h)(€) LeInls), o¢ AlF(x3)}= (g,h, £ &léments du noyau)

U §hzl€) : Le Imle), 6€B(F(x1I} =

(£ e f(x) et monotonie de fig.h) £ u {hlg{f(x))) : L¢ Im(s)... }
< hlg{flx))).

Mais f, g, x éléments du noyau => g(f(x)) = olf,g.x) = olF,g)(x)
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aset
igres donc :
hlg(f{x))) = hlo(f,g)l{x])) = (si h, olf.g),x sont des
g1éments du noyau) = olo(f,g).h,x} = ololf,glh){xd.
Donc, dans les conditions précédente, ¥ x dans le noyau on a :
olf,olg,h) tx) = ololf,g),h)(x)
du
' (1i) se déduit de Proposition 3.8. (vi)
(1ii) maintenant si pour tout x rationnel f(x) est rationnel,
alors f(x) ¢ s{f(x)}, donc
. o(f,0fg,h))(x) = U golg.h,u) : ue s(fix)}
émentaires
= hig(f(x))) = ololf.g).h) {x].

, alors,

D'ol la proposition. 0
On voit donc que la composition réguliére n'est pas dans le cas général,

¢ X associative. A notre connaissance, ce fait a 6té relevé pour la premiére
fois par L. Nelin pour les collections d’algorithmes (Nolin 1574).
0
DEFINITION : Si X et Y sont des foe, on appellera fonctions simples
' les fe[X—>Y)tg Vx rationnel f(x) est rationnel. In}

Ceci généralise la notion d'slgorittme simple de Nolin.

213 I1 reste que dans tous les cas, la structure particuliére du faisceau
considéré intervient au niveau de la composition des fonctions régulieres,
et le cas le plus commode est celui ol la composition usuelle et la compo-

an
sition réguligére colncident.

Ainsi par exemple :
X vy _E .
8i X, Y, ¥ sont des Tz-espaces topologiques, 2 , 2 , 2 munis de fais-

-} . ceaux de la KP-convergence f s 2x-+ 2Y . g 2Y_4 2z deux fonctions

KP-réguliéres. A-t-on g o f @ ZK.a 22 KP-réguligre ?

X
On a : v suite {An}nel\l de 2
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(g o £ (1im An) = (f KP-réguliére}
n

gllim f‘{An]] = (g KP-régulidre)
n

lirn(g[f‘l’An]]] = 1im [g o f) (An)
n n

donc g o f est KP-réguliére,

Ceci vient du fait que toutes les suites de fermés sont convergentes au
sens de Kuratowski-Painlevé, et qu'une fonction régulisre envoie un systéme
d'approximaticn sur un systéme d'approximation. Il n'y a donc pas lieu

d'utiliser ici une notion speciale de composition réguligre.

ITT - FAISCEAUX SUR LES ESPACES DE FONCTIONS REGULIERES :

8i X et Y sont des faisceaux, existe-t-il une (ou plusieurs) structurels)

de faisceau naturelles(s) sur [X Y] ?

Dans le cas ol X et Y sont des espaces topologiques (cf. Chap.I
pp. I1.43), on sait gue 1'on peut toujours définir sur (X —»Y) 1la
notion de convergence simple, i.e.

f = lim f, &= vxe X flx) = lim, f,(x)
i [X—y] 3 i
ou encore, posant -Fi< T = fi approxime f, :

'Fi<‘F<=) ¥x fi[x]<f{x].

Dans le cas général de la classe de tous les faisceaux ordonnés ceci four-
nit une procédure, pas toujours effective, pour construire un faisceau
sur [X - Y] . Plus précisément : si X et Y sont des faisceaux ordonnés
(tels que Y est normaliss), définir sur [X o Y] 1’ordre auxiliaire

fepg e YxeX Fix)epglx)

(posant F(x) < glx) ¢ Fflx) ¢ slgix))).

5i < est un fom, alors on a un faisceau sur [X — Y) que nous appellerons
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faisceau de la convergence simple. Ce faisceau est ficele par définition,

et
N[[X-—:Y))={Pe[x—,\f]: 3Ig ¥ X Fix) < glx33

Ainsi si X est un foe normalisé, dont la fonction spectre est un
fom, Y un sutre oe, la proposition 3.8 indique 1'imporiance des
fonctions f e [X-»X] ta V¥x rationnel F(x) est rationnel,

i.e. fe[X-=X1N [Rt{X] —» Rt(X)] .
Ces fonctions suffisent dans certains cas pour construire un falsceau de

la convergence simple.

En effet X,Y étant des foe. si un tel faisceau existe sur [X — Y1

alors son noyau

N([X »Y]) est:
NX = Y] =§fe¢ (X—Y): 3ge(X - ¥] tg W¥x f(x) < g{x)} €

ef{felX Y] : f(X) e Rt(Y) } = [X - Rt(Y)]

Comme [X - Rt(Y)] esten bijection avec [Rt{X)-» RT(Y)] dés que X

est un fom (proposition 3.5), il vient alors dans ce cas-1la

N[X - Y] e [Rt(X) — RE(YI] .

Réciproguement si X est un foe normalisé dont la fonction spectre dé-

f£init un fom, Y un oe, on peut définir [X -» Y] 1la fonction
s 2 [X s Y] — PUREIX) 5 RE(Y]])
s 1 foys(f) =ige [REX] SRt(Y)3 :+ V¥xeX
glx) « flx)}

§i LeX alors s(1) £P et sli) g4 1 =ys(d) =§Ly i.e. Ll
Dans ce cas s(f)} défini ci-dessus contiendra toujours les fonctions

en escalier e, s z s u<flx) 81 x<z
1 sinon
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Yo
-F
fx)
1
[ S
+ 3 — X

et on vérifie que ceci suffit a approximer simplement f.

Cette procédure nous donne dans certains cas une structure de fom

sur [X-Y].Existe-t-11 d'autres procédures gui marchent dans d'autres
cas ?

Guidés par des préoccupations informatiques et 1'importance des cons-
tructions de Scott, Nolin, Plotkin et Smyth pour les programmeurs, nous
allons mettre en lumidre les méthodes utilisées par ces auteurs pour abor-

der ce probléme.

Dans cette section nous allons examiner plusieurs fagons, non réducti-

bles 1'une & 1'autre, de s'attagquer & la construction de faisceaux sur

(X =Yy, utilisées (plus ou meins implicitement) dans les travaux de

Scott [SCO] . Nolin [NOL]. Egli [EGL} . Milner MIY) . Plotkin [PLO] ,

et Smyth [SMY] . Le succés des trois premigéres a permis leur utilisa-

tion pour résoudre plusieurs questions d'informatique : moddle D, de

Scott, E_ de Wadworth, etc... Le demi-échec (ou demi-succes) des deux

autres est un des thdmes de recherche le plus intéressant & 1'heure ectuelle H

la modélisation du calcul paralléle. Nous pouvons les résumer ainsi :

iére méthode : utilisant les échelons de Scott.X doit gtre un faisceau

interpolable, Y un faisceau particulier (0 et les fonctions réguliéres

) voir énoncé plus loin
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considérées sont minorées. Cette méthode fournit un falsceau fidele et

peut &tre itérée sous certaines conditions.

28me méthode : utilisant la continuité de l'espace.
Cette méthode est liée 2 1a précédente. X est un faisceau interpolable,
Y est un faisceau continu au sens de Scott et possiéde un & ; donne un

faisceau continu sur [X — Y] ; ce faisceau est fidele.

38me méthode : utilisant les gchelons de Nolin. X et ¥ sont des fals-
ceaux ordonngs guelcongues, et les fonctions considérées sont monotones
majorées. Cette méthode fournit un fom fidéle et peut Btre itérée dans

tous les cas.

4gme méthode : utilisant le préordre d'Egli-Milner, X = N¥, Y est un

cpo; donne "presque” un falsceau sur [X—Y] -
5ame méthode : utilisant le préordre de Smyth, analogue & la précédente.
Etablissons d'abord quelgues faits préliminaires

3.10. LEMME : Soient A.D des fom. Supposons que [A-»D} est muni du

fom de la convergence simple

s(f) ={g- (A= D3: ¥x glx) « flx)}
Alors V
(1) si D est stable, [A -+ D) est stable,

(ii) si D est une connection de Galois. alors [A - D} est aussi une

connection de Galois.

DEMONSTRATION :

(1) soit h.fe[A=0)}., haf. A-t-on s(h) m 4F) = s(f) 2

s(hln WF) ={g€ [A-0] s¥x glx) < hix) et glxlefx)}
=§ge[ﬂ~rﬂ] : ¥x  glx) e s{h(x)) et glx) ¢ LFx))




~ 136 ~

=fgelA~D] : ¥x glx) ¢ slhix)) n(4f(x)}}
= (D stable) {g... :¥x gix)es(f(x)1} = s{f)

Donc [A-» D] est stable.
(i1) A,0 des fom, D connection de Gelois = {A,D] muni de TV sim-
ple connection de Galois ?

f.e. ¥F € [A5D)  s(f) =4 ¥

{A-D]

On a :

‘NaLoyf tlE€[AaD) sgef et 3hyx g(x) < hix)}

D connection de Galois ¢&=5 ¥y ¢ O s{y) =J’N[D] y
glx) ¢ hix)«=glx) € s(h(x)) e glx)  hix) et glx)e€ND)
donc

LN[A_.D}f =tge [A5D] :gef et
Ih ¥x(g{x) e hix) et glx) € N{D))}

=g : ¥x glx)eflx) et 3Fh geh et ¥x glx) e N(DI}
=fg : ¥xlglx)«flx) et 3h gehl}=
={g: LY g(x)<f[x}§ = s(f)

Donc [A - D7 est une connection de Galois. n]

3.11, Fait : Soient A,0 des fom. Supposons qu'il existe sur [Ao D] un
fom fidéle s tel que VYf.ge [A-D] gef =¥x glxlcflx)

Alors il existe sur [A - D] une structure de fom de la convergence sim-

ple.

DEMONSTRATION : Si s dé&finit le fom fidéle on a :

YE€¢ [Ao D] s fid2le = s(flefg :¥x glx)c fix)je 4 f
Frusfleufeg: vx glxl <« flxlte U@f) = f
donc ¢ définie par Fege=n ¥x flx)cglx) dé&finit un faisceau de la

convergence simple. C
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DEFINITION : Echelons :

Spient D,D' des faisceaux ordonnés, eeD, e'€ D'. Nous définis-

sons @
(1) si m e e* 1'échelon de Scott [ou inférieur)

(e,e'] &t X g' si veeplx) 3i€ Domig) e = &)

m sinon

(i1) si m =2 e' 1'échelon de Nolin [ou supérieur)
<e,ta'>m i x s e' sl xge

m sinon. a

L'échelon fe.e"] est bornée inférieurement et 1'échelen <e,e'>p

est borné supérieurement.

A notre connaissance, les échelons de Scott furent introduits pour
la premigre fois par D. Scott 1969, avec m =4, dans la théorie des
treillis continus, et les échelons de Nolin par L. Nolin 1974 , avec
m = T, dans la théprie des algorithmes. Nous notons aussei gue pour des
structures de faisceau plus connues, comme les réels par exemple,

les fonctions en escalier sont d'un usage courant.

Exemples :

1/ sur l'oe <N, ppon >
[e.e'h(x]

@' si e divise x et e premier
1 sinon
<s,e'>M(x} = g' si x divise e

M sinon

2/ sur le faisceau Puw
[e,e']zl (x} =e' 81 egx et e singleton
P sinon
<e.e'ry (x) =e' si xee

M sinon




On note que pour les échelons de Nolin
ce,e'>T € ‘d’d"T es (d' =T) ou ((e'" g d'Ialdgeld

Nous reprendrons ce point dans notre discussion sur les rétractes

3 la fin de ce chapitre.

Comme les échelons sont intuitivement parmi les fonctions les plus sim-
ples qu’on puisse imaginer, une guestion que 1'on peut naturellement se
poser est : peut-on les utiliser pour reconstruire toutes les fonctions
réguliéres ? (faiblement réguligres ?).

III.1. ECHELONS DE SCOTT

DEFINITION : (i) fefD-»D'S possdde un minorant sur O ssi

I me D" ¥xe D m g f(x). Dans la suite on notera min(f) un tel mi-
norant.

(i1) Ff-o[D » D" possdéde un minorant spproximant sur D ssi

IAme D' ¥xe D m < f(x). Dans la suite on notera m(f) un tel mino-
rant approximant.

3.12. LEME : Si D et D' sont des fom, pour toute fonction réguliere

f : D, D' possédant un minorant min(f) sur O cn a

- u f . e’
f {LB'E]min[f‘) e’ < flel}
ol la borne supérieure est prise dans 1’ensemble des fonctions monotones

de D dans D’.

DEMONSTRATION : Définissons

' =X (U {fe.e"] re'< f[e)}]{x]

min(f)

Alors

Frix) = Uife, e 1 s e’eflely

min[fJ[x
= (e : Jecx e’ < flel}} u min(f)

l[e<x = BgX e'¢<flels flx) = e’« f(x) par monotonie des spectres)
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= (U (e 1 e’ <f(x)}) umin (f)
= flx) U min{f) = f{x). &l

Remarque : On note dans 1a démonstration précédente gue § est faiblement
régulidre ssi f' est faiblement réguligre et au'elles ont le méme do-
maine de définition. Donc le lemme 3.12. reste valable pour les fonctions

faiblement réguligres.

si (D —sD']min est 1'ensemble des fonctions résulidres f¢ [0 D"

minorées sur D, on a donc un fom sur (P07 4n

s 1 f L[e.e'] min(f) e' < flel}

5 condition que les [e'e']min[f] soient des fonctions réguligres minorées

sur D. Comue elles sont minorées, la réponse est donnée par :

3.13. PROPOSITION : Soient D,D' des fom.
Alors 1la fonction échelon ([e.e'] (e¢D, e'.meD’, Mg e') est une fonc-

tion réguligre si et seu jement si le fom D est interpolable au point e.

DEMONSTRATION [e,e‘]m est régulier au point h € D ssi

[e.e'] (W) = uife.e'), () L n}
= U {si e<¢ § alors e' sinon m I h}
= . e' si 3dch tg ecd<ch
{ m sincn

Comme [e.e']m(h] = {e’ si e<h

m sinon
nous devons avoir (e* #m} e < h ssi 3f<h e<fch =ssi D
internplable au point e- D'nl la proposition. u}

Remarque : 1'échelon [e,m]m . qui est constant, pst toujours réeuller
(Lemme 1.2)




3.14. COROLLAIRE : Si 0 et D' sont des +om, et si le fom D
interpolable, alors l'espace [D 4 ") min

est
des fonctions régulidres de D
dans D' wminorées sur D, ordonné extensionnellement est tel gue

{1) 11 est muni d'une structure de fom fidele par la fonction spectre
- . 1
s : f 1 {[e.e')min[ﬂ 1 8'«flely
ol min(f) décrit 1'ensemble des minorants de . Le noyau de 1’espace
est constitué par 1l'ensemble

{(e.e'], s e€NID), e'e¢ND'), age'y

fi1) s1  V¥Y¥fe [D "D]min Imlf)  ¥x mf)<Fix?

alors l'espace peut &tre muni d’un fom de la convergence simple.

DEMONSTRATION =

(i) d'aprés proposition 3.13. lemme 3.12 et proposition 1.1.

(ii) d'aprés fait 3.11. u]

On aurait pu se contenter dans 3.14 d'une structure de faisceau sur

[D"D']min la fonction spectre de (i} étant remplacée par la fibre :

p: T H[E'E']min{f] te'< fle) }}

chague minorant de f permettant de démarrer une "approximation”, et donnant
un élément de la fibre.

3.15. COROLLAIRE : le corpllaire 3.14 reste valable si 1'on remplace

les fonctions régulidres par les fonctions faiblement résulidres. ]

La question qui se pose maintenant est :
peut-on itérer ce processus et grimper ainsi dans 1'échelle de fonction-

nalité ? On sait que le pivot de ce processus est 1’interpolabilité de D.

Pour quelle classe de fom 1'interpolabilité est-t-elle héréditalre
par passage & l'espace des fonctions réguliéres, si on se sert des éche-
lons de Scott ? Le faisceau donné par Corollaire 3.14. (i) est &lémen-
taire si D' est élémentsire, et ses ratiocnnels sont exactement les échelons
de Scott. 1l est donc trivialement Interpolable (Fal+ 2.9(i)),

Pour le faisceau de la convergence simple construit dans Cor. 3.14(i1)},
nous abordons ce probleme par le bials de la stabilité (i.e. du Lemme 2.17)
dont on sait qu'eile est héréditaire (lemme 3.10).
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3.16. PROPDSITION : Soit B, D' des *om. Supposons D interpolable

et que
gm(f) € D'

vie [P0 50

posséde un minorant approximant, i.e.

vx m(f) ¢ flx}. Munissons o= quin

du faisceau de la convergence simple et supposons de plus gue D’

vérifie

1) 11 est stable

(ii) ses spectres sont des sup-demi treillis.

Alors le fom [D—» D']min est interpolable et vérifie les

deux conditions précédentes (1) et (ii).

N.B. : noter que (%)

Démonstration

10— D1

et [(4i) = D’interpolable d'apris lemme 2.17.

est stable d'aprés 3.10. Les spectres
min

du D' sont des sup-demi lattices donc

f<g

bonc si f # g (sinon triviall

- fgeg = sifle s(g)

s(f) g s{g) d’ol

si mlg) est le minorant approximant de g

a[mejmg)tsm]-sﬁl.

On va prendre

définie car (Lemme

hix) =

a) flx) U e'e s(g{x)) puisque
s(g(x)) est un sup-semi-lattice

F(x) ¢ slg)) et

(b) Fix)u mig) & s(g(x)) pulsque

mig) 2 glx)

h=FfUd [e.e']m{g] . Cette fonction est partout
1.2}
F(x) U [e.e’] m[g](x] =

f(x) ue' si e'<Xx
f£(x) WUm{g) sinon

' x =me'€ s{glx))l et

e’ ¢ X)] =

¥ x

et slglx}) est un sup-semi-lattice.

D'cd VX

hix) < glx) di.e.

h < g,




Denc on a f¢ g

et fg h< g, Comme le faisceau [D..l:!’]min est
stable, il vient ’

s(h) = (4h) n sfg), fE&h et *e slgl=f € s(h)
f.e., onatrouvé un h tel que f< h< g, d'od
1'interpolabilité de [D —» 01 mtn
sup-semi-lattices est &vident.

+ Le fait que ses spectres sont des

. On
pu énoncer la proposition pour 1l'espace des fonctions régulidres
possédant un mincrant approximant

H

Ici encore on peut noter qu'au lieu de parler de [DaD" min
aurait

Do DT, =(feld DT : Im(F) e D' v¥x mif) < Fx}}

avec [D-.D']ms [D_.D‘]min -

La proposition 3.15 est particulidrement intéressante car ses con-

ditions d'application {1) et {ii) sont héréditaires par passage & 1'es-

pace des fonctions régulidres {D . D‘]m » et 1'itération du processus

est donc possible. Noter gue les hypothéses ci-dessus sont toutes vé-

rifiées par les treillis eontinus, avec ¥f mlf) =&, et méme par les

continus [«i] interpolables sur des espaces ordonnés co-
hérents dans lesquels toute paire 4’

faisceaux

&léments majorés posséde une borne
supérieure. En particulier elles sont valables pour les cpl d*Egli.

Lorsqu'on est sur un  fom élémentaire, le corollaire 3.14 peut rece-
voir une allure plus intuitive,
Nolin.

qu'on retrouvera pour les échelons de

3.15. : PROPOSITION (lemme de la base) :

Scit D un fom 6lementaire, D' un poset, ¥ : D D'

réguliére
minorée, min(f) un mincrant de £ # ax. min(f). Alors 11 existe une
petite famille d’échelons

{[ei.ei] min(f) ¢ 1e It tg
(1} vi s[ei]g{ejzjel}
(ii) ifie ey £e

J
(iii) e, € Ej -ty ei e 93
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(iv) vi ey rationnel et ei ¥ min(f)

(v F=U {teg-2i Y pined) 1€I} 0

pémonstration @ £t Da p* régullére donnée = elle est réguliére sur
Rt(D). On va appliquer & fIRt(D] 3.14, Prendre
edier
3 "= [ .
et ¥ie I ey fle,). La famille {[ei'ei]minff] : 1 €I} est
non vide et vérifie (i) = {iv}. Comme D est interpolable on a
sur Rt(D)

={ve RE(D) sV ¢Dom(f) et (v # min(f1}

= U (IvWlgney VY < flvl} =
w {IVFOT ey B Y ¢ Rt{D)} =
u el mne PO
d'on 1a cleuse {v) {les bornes existent toujours puisque F est
réguligrel).
P s L] 1 -
Cette famille est minimale, car supprimer un [21'81] min(£) revien
drait & supposer que f[ei] peut &tre obtenu au moyen d'autres éche-
lons par limite, denc €y au moyen d'autre ej comme limite = &;

n'est pas rationnrel = contradictien. u|

11I1.1.2. - ECHELONS DE SCOTT. CAS GENERAL

3.18. PROPOSITION spient D, B' des falsceaux ordonnés.

Alors la fonction échelon te.e’y - (e¢ D, e'e D, meD ,m 3 e')
est une fonction régulidre si et seulement si le faisceau ordenné O

est interpolable au point e.

Démonstration : méme démarche que pour le cas monigue. On se ramgne &
1'équivalence
¥ &t fx)
27 ¢Doms) 8 = wii) e (3 & Domle) v =s(l) ta
v el 3 j € Dom{z) e =*®(j))
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ce qui exprime exactement 1'interpolabilité du faisceau D au point x. ]

On ne fait done que généraliser le cas monigue.

3.19. LEMME : s5i O et Of sont des faisceaux ordonnés tg ¥x ¢ D

la fibre de x a un &lément minimal Pmin 8U sens sulvant

Veep(x) ¢ est un prolongement ds Crin

Alors pour toute fonction régulidre f : D- D* » Possédant un minorant

min(f) sur D, monotone ,

T =Ujle.e'] min(f) | 3e¢@(fle)) 31 ¢ Domle) e = o (1)}

ol la horne supérieure est prise dans 1'
de D dans O°'.

ensemble des fonctions monotones

Démonstration : définissons
—nstratlon

X ugle.et o) 30 €p(fle)) 31 Domls) o = 5 (1)
Il vient

SrHx}= U {re‘e’]min[fl +3 6 ¢ plfle)) 3 ieDomle) e = o)} (x?

: f D ‘=61
u{[e'e'3min[f][x] 3ce@ (fie)) 31ie¢ Dom(s) e 6 (1)

=ufe’ tdevVoef(x) ieDoml(s) e = £(i) Fve @ (Fleld
1jelomiz) e' = r(y)}

= U{e' t3e ... 32e(fle))3 je Domiz) o' = 't(j]}
= (reconstruction des points : e étant fixé
fle) = U ge' : Freplflel) 3 je Domlz) e =Ty '

T Uifle) s ze...y <

= U {fle) : 3e V& plx) 34 e Domle) e = g(i)} =
= U{fle) : 3e 341 eDum[s-min) e=o-miﬂ(i}}

= flx). : O

I1 existe cependant une autre fagon de généraliser cette construc-
tion.
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DEFINITION : faisceau ordonné stable.

uUn faisceau ordonné sur un poset X est stable ssi

vx,y € X ¥a & N{X)
3 s X £V = 1les asserticns suivantes sont équivalentes
{i) qeerx) 7 1¢ Dom(e) a= 6(1)
(i1) Ireply) 33 € Dom{z) a= t(j) g

On voit que cette définition généralise celle qui a été donné

pour les faisceaux ordonnés moniques.

3.70. LEMME : Si D et D' sont des faiscesux ordonnés tels que. D’
est stable, alors pour toute fonction réguligre f : D- D' monotone

et possédant un minorant sur D, on a
£ =\..l{[e,e‘]mil_.[_FJ : 3¢ a(f(e)) 3ie Domie) e' = (i)}

ol la borne supérieure est prise dans 1’ensemble des fonctions monotones

de D dans D'. n

Démonstration : on prociéde de mdme qu'au lemme précédent :

frix) = W {(e.e"] : 3ccp(fle)) Tiebomlsg) e’ =elil} (x)

min(f)
= ufe’ :3e ¥Yreplx) zicOomle) e = £i) 3 ze piflel)
3j¢ Dom{x) &' = z{jl}

= uge’ :3e..3ve p (Fla)) jeDom(v) e’ =T(I)}

(stabilité de D' et e e x =F(=2) g flx))
= Ufe' :3e...3veplfix)) 3 j eDomlv) e' =v{jl}
= uge' 3 vealflx)] 31 j €Dom{v) e’ = v(iN}
= f(x) . B

Dol on tire :

4.24. PROPOSITION : Soit 0, D' des faisceaux ordonnés, tq D est
interpolable et D' est stable. Alors l'espace fo ~+ D‘}min des

fonctions régulidres monotones de D dans D' minorées sur D, ordonné
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extensionnellement est tel gue :

il est muni d'une structure de fom fidéie par la fonction spectre
s: F »{[e,e']mln[ﬂ : deeplfle)) 3ie¢ Domls) e = & {1)}

od min(f) décrit 1'ensemble des minorants de f.

Démonstration : analogue & 3.14.

ITI.2. - CONTINUITE DE L'ESPACE DES IMAGES

3.22, PROPOSITION : Scit O un fom interpolable, et D' un faisceau
continu au sens de Scott, interpolable, tel que e D'. Alors 1'es-
pace {D 4 D'l des fonctions réguliéres ordonné extensionnellement

posséde une structure de faisceau continu et contient un & .

Démonstration : (Attention : dans la suite de cette démonstration, pour

simplifier 1'écriture, on note {e.e'] les échelons de Scott (e.e'7,)

D’aprés le Corollaire 3.15 (i) nous avons une structure de

faisceau sur [D « D] par

Vfe [D - D'] = Lfle.e'}; : e'<fle)}
avec ¥Yf min(f) =1.

Le question est de montrer que [D'5 D] possade une structure de
faisceau continu, i.e. que sa relation «i way-below (bien en-dessous)
est approximante. Puisque [D —D'] posséde déja une structure de fais-
ceau, il suffit de montrer que tout [e.e'] tg e's fle) vérifie

L
(e.e T« fu

Hypothese : soit [e,e'] tgq e'< fle).
Nous voulons [e,e’] <y f c'est-a-dire :
Y idéal convergent I c (DoDY fe ul = [e,e']Jel
=
¥Ie¢Id, (D-0']

) (vxe D F(x) e hL:I h(x)) = [e,e']el
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T
(3
&

Notons < 1'approximation du faisceau continu sur p* . Nous avons !

‘pectre ¥yxe D f(x} B Ih—f"I hix) =%
hLE'I hix) 2 f0x) r [e.e’] (x) =,e' sl e <X
] { 1 ginon.
a Nous diviserons le domaine des x en deux parts @
- si non (e<x) (e ¢ s{x)), nous ne pouvons rien dire & partir de
1a condition précédente puisgue L < n'importe quoi
-gi e<x (e € s(x)} alors
e, () = 8" < flx) & MRG0
donc [ < est way-below sur pr) 3hix) e' ¢ hix) d'aprés Propo-
sition 2.18. (i}, car D' interpolable.
sceau p'ol on tire s
1'es-
= [x.e'}] ¢ {fa,a'] at < hial} =
at
O (x,8']<h = [x.,87 & h = [x.e'7el
pour tout X » e.
7, poUn Maintenant nous affirmons :
2,e'7,)
* (e,e'] = u {[x,e’] e <X}
g' qmewm— - ________._[-EL%I-]
' f —
. H [x.,e"}
2 de H !
t 1
s3s0uUs} ' 1
3 fais- e X
e
En fait le.,e') (u) =e' i ex U
L sinon

D'autre part:

W{lx,e'] : e < xP (u) = U{rx,e'3 W) : e< x}
Ufsi x< u alors e! sinon L : e<x} =

Ufe' : e<x et x< u} = (interpolabllité de D)

Ufe' .e<u}=e! si e<u

1 sinon




D'od la conclusion (e,e’y = Uilx,e7: e ¢ x1.
Donc, puisgue yx » e {x,e7Eh nous obtenons :
[B.2%) = Qt-‘!x [oeleh = [e,e']el
puisque I est un idéal, donc une section commengante.
Et ceci est vrai pour tout idéal I. Donc
V[e.e'"] e'< flel = (e,e" «f.
Ainsi
{le.e'] : e’ fleljc {[e.en : le.e] «fyc¢
{geiD 4D ¢ gwfy =&
Prenant 1les bornes supérieures, il vient :
= Uile,e'] : e'< flelj £ wW(if)er
pulsque g«f = gef. D'ol £ =L .
Donc la fonction spectraie
o by

definit un faisceau sur [D -+ D' , et il est continu par définition.
te 1 de [D,4 D'] est AX.L .

De méme que la reconstruction par échelens de Scott de [D o Dj in
s& généralise des fom D aux faisceaux ordonnés interpolables D
lorsque D' est stable, la proposition précédente se généralise de la

méme maniére.

DEFINITION : Interpolabilité globale.

Soit 2,p> un faisceau ordonné sur X.

On dira gue ce faisceau est globalement interpolable au point e ¢ X

ssi  ¥Yu € X on a 1'equivalence suivante

[ ¥z ¢ g (u) 3ke Dom(T) e = z(k)} PE=

I xeX (VeeB(x) 31 ¢Domle) e = ¢(i)) ot
{ (¥ zeplul 34 e Dom(r) x = T(3))

I1 est globalement interpolable ssi il est Elobalement interpolable

en tout point.
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L'interpolabilité globale est une autre fagon de généraliser sux
faisceaux ordonnés 1'interpolabilité qui existe sur les Fom.

3.23, Fait : Les faisceaux ordonnés(élémentaires sont globalement in-
terpolables en tout point rationnel.

3.24. PROPOSITION : Seit D un faisceau ordonné Interpolable et glo-
balement interpolable, D' un faisceau continu au sens de Scott, in-
terpolable et possédant L . Alors 1'espace [D - D'B des fonctions

réguliéres monotones, crdonné extensionnellement posséde une structure

de faisceau continu et possgde un 4 . n]

Démonstraticn : on procéde comme pour la proposition précédente.

Avec les memes notations {1 vient : pour tout xe D tqg.
Yoep(x) Ii ¢Domie) e = 6(1)
on a8 un hHix) tel que e’"<«<c h(x) c'est-3-dire
[x.e'J¢ {[a,a") : a'<ehla)}
Maintenant du fait de 1'interpolabilité globale de D on a :

[e,el = U {[x,e'] + Veoe p(x) 3i¢ Domlo) e =r(idF
Ceci vient de ce gue : pour tout ueD

U fx.e'] + VYeep(x) 31 ¢ Domle) e = s[i)} {u) =
=Uge’ : yreplu) 3je¢ Domix) x = T (j) et

Voegp(x) 3i e Domls) e = (i)}

= (interpolabilité globale)
=Ufe’ :Viep(u)l 3Ife Domlt) e =<T(Q)}
= e' siyreplul 3fc Domlx) e =T(f)

1  sipon

D'od la conclusion
[e.e'] = uU{lxe'] : Veep(x) 3i € Domls) e = & (i}

Maintenant on continue le raisonnement de la mé&me manigre que lors-

gue D est un fom. d'ol la proposition. 0O
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III.3. - ECHELONS DE NOLIN

3.25, LEMME : Soit D, D' des faisceaux ordonnés, alors Ve € D ,

e', meg D' e g m, l'échelon <e.e'>m est une fonction régulieére.

Démonstration : Comme
<a,e‘>m: g2 B’ s1 age
m sinon
on a pour tout =z € D Yeep (2}
<e,e'> r”[z} =e'sx ze e [(en supposant m ¥ ') <HUsSe >

YuésFE U B @ YUue & <@’ > (U) =e
donc <e,e'>m[z] = u [<e,e‘>m[s])-

Le cas m = e' découle du lemme 1.2 (i) .

D’ol le iemme.

On voit donc que pour les échelons de Nolin la structure "fine"
du faisceau ordonné D n'intervient pas (seule la structure de po-
set joue) et la régularité des <e,e'> m est pour ainsi dire "gre-
tuite”, et valable pour tous les faisceaux ordonnés et pas seulement

pour les interpolables comme peur les [(e.e'] m -

3.6. LEMME : Si D et D' sont des feisceaux ordonnés, alors pour
toute fonction f : 0 D' monotone majorée, pour tout majorant
max(f) de f, on a

f = ﬂ{< e,e’s

max(£} ° e' g flel}

ol la borne inférieure est prise dans l'ensemble des fonctions mono-

tones de D dans D'.

(On pourrait dire que ce lemme établit une structure de faisceau

sur l'espace [D »D']¢ des fonctions monotones de D dans D' , les

échelons de Nolin é&tant monctones).

Démonstration : Ona yx ¢ D

( nf<ees 1 e’ 3 f[e]}](x? -

max(f)
i B'el)maxff] (x) : e' 3 flely =

n{si xec e alors €' sinon max(f) : e'a -F[B]} =
ni{e' : xege et fle)E o'} =

nfe’ : flx) e e’y = f(x) .
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Tci encore, 11 apparait gue les échelons de Nolin ont des proprié-

tés plus simples que les &chelons de Scott. Il n'y a donc pas symétrie

 entre ces deux notions, et elles ne sont pas réductibles 1l'une a

1ltautre.

3,27, COROLLAIRE : Soit D, D' deux faisceaux ordonnés, [D ~»D']

1'espace des fonctions réguliéres de D dans D’ qui sont majorées
et monotones croissantes. Alors 1’espace [0->D'] max est muni d*une

structure de fom fidekle per la fonction spectre

st f,»{‘e.e'» r e’ a fleli

max ()

ol max(f) décrit 1'ensemble des majorants de f. 0

De méme qu'au Corollaire 3,14, on aurait pu se contenter dans 3.27.
d'une structure de faisceau sur [D = D'T . . la fonction spectre étant

remplacée par la fibre.

B0 = {f<ee’s [ opy b 82T yueix) e maxh)}

chague majorant permettant de vdémarrer” une approximation et donnant

un &lément de la fibre.

Comme pour 3.14., le fom de 3.27. est évidemment ici élémentaire
dans le cas général, et & pour noyau
{<my>m:een, e', me D e'emi

ctest de méme une connection de Galols (pour 2 = m.

L'équivalent de la clause (ii) de 3.14. est sans intérét ici, puis-

gu'il correspond & 1l'ordre auxiliaire = -

Démonstration i évident. u

Dn peut énoncer ici 1'équivalent de 3.17. @

3.268. PROPOSITION : (Lemme de la base) !

Spit D un faisceau ordonné &lementaire, D' wun poset T : Do D'

réguligre majorée et monotone croissante, max(f) un majorant de

£ # ax., max(f). Alors 11 existe une plus petite famille d'échelons

L] -
“.‘e:i.'ei"mm([*F]':l'eI:t ta




- 152 -

(1 Vi S[Ei} € {aj'. Jer}

(i1} 1 7] 8y # 8y

(1i1) e,E ey = e;_ e 9:1

(iv) ¥i e; est rationnel et ei ¥ max(f}
(v] f=n {<e:l B ei> max(f) ° ie I

Démonstration : analogue & 3.17. Prendre
18 1er =V € RED) = veDam() et F(v) £ max() }

.
Vi e f[eiJ. La famiile

{8y - ei> max(f) ° ie I}
vérifie (i) & {iv). Pour tout rationnel v ¢ D
= L] .« g
flv) = (r1{<ei * 85> maxeey i€ IR (V)

d’aprés lemme 3.26. La proposition découle de la proposition 3.5,

On peut itérer la construction du Corollaire 3.27. sans aucun proble-
me. La signification intuitive de ce processus, pour le programmeur,
reste cependant 3 éclaircir si on ne se donne pas des conditions supplé-
mentaires sur les espaces de départ. Il n'y a pas d'équivalent de 1la
propesitien 3.16. et de sa démonstration. Ceci est une des raisons sem-
ble-t-il pour lesquellles 1a solution adoptés par Nolin pour obtenir
un faisceau de 1a convergence simple sur 1'espace des fonctions est de
se donner un o.e. trivial sur cet espace. On peut en effet regarder
cet oe comme un faisceau de la convergence simple, si on suppose qu’on
a de fagon implicite un o.e. trivial (pour A=n) sur 1'pspace D*
des valeurs des fonctions, permettant de faire des approximations par
le "haut". Mais du fait de la trivialité de cet o.e. ceci ne nous donne

plus de fagon de calculer sur les fonctions. (cf. Chapitre 1IVv).

En résumé, comparant la méthode des échelons de Scott & celle des
échelons de Nolin, nous pouvons dire que 1'on a 13 des approches assez
différentes au méme probléme : reconstruire 1'espace des fonctions ré-

guliéres.

L'une utilise des "micro-&léments” {e,e'] m %€ D, e'.me¢eD

et obtient les autres éléments de 1'espace comme bornes supérieures.
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pour ce on & pesoin en particulier de la régularité des [e.e']m B
i.e. de l'interpulahilité de D. L'autre utilise des ”macrn-éléments“
ce,e'> m " geD, e,m e D' qui gont toujours réguliers. et recons-
truits les autres g1éments comme bornes inférieures.

Contrairement & la premiére, 1a seconde méthode ne permet pas d'obte-
nir (presque) immédiatement un faisceau de la convergence simple sur

1'espace des fonciions.

111.4. — ANNEXE : LES PREORDRES D'EGLI-MILNER ET DE SMYTH

ET _LE PROBLEME DES SYSTEMES APPROXIMANTS ASSQCIES

AU PARALLELISME

AU PARGB LIS

L'argument de cette section est que 1e powerdomain au sens de Plotkin
11976}, ou 1e powerdamain »faible™ au sens de Smyth [19781 . présentés
par ces auteurs comme des cpe's de parties de cpo's, S€ ramgnent
gn fait essentiellement a des structures de faisceauX. gue nous allens
exhiber (en utilisant 3.14), sur des espaces de fonctions réguligres quoT
tientés par une relation d' éguivalence. Les arbres utilisés par Smyth
pour gimplifier 1la construction originale de Plokin ne sont rien dtautre

qu'une fagon de dessiner 1e graphe de ces fonctions régulidres.

D'une manigre plus précise, nous allons voir que certaines de ces
foncticns régulieres sont des systémes approximants directement
déduits des constructions liées aux gchelons de Scott et gue CES auteurs
ont wvoulu lier avec 1gs préordres drEgli-Milner (ou de smyth) de fagon
3 pourvoir reconstruire 1'espace des fonctions réguliéres tout entier-
Ces auteurs ont montré un résultat équivalent 3 dire que cette construc-
tion s'insgre pien dans 12 tnéorie des ©po modulo le passage a 1tordre
quotient.

La notion de faisceau va nous permettre
1. de simplifier encore les constructions de Smyth et de Plotkin, ainsi

que leurs démonstration.
2. d'indiquer le 1ien qui existe entre elles et 1e prabléme général

de construction de faisceaux sur des objets fonctionnels.
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3. de relier le powerdomain & la dichotomie existant entre les fais-
ceaux les plus généraux st ceux dont les systdmes approximants sont

des ensembles ol chague £lément est indexé par lul-méme.

Notations : Soit N un ensemble fini, NY  1’ensemble des suites
finies et infinies sur N muni de l'oe dont les rationnels sont les
suites finies, Rat = N*- Rt(NW), E un cpo discret et D un cpo
guelcongue.

Cans la suite on sera dans le cas de figure suivant : comment mettre
une structure de faisceau sur [X . Y] avec X = N¥, Y e {E,D0} .

En utilisant un argument analogue & celui de Plotkin 1976
pp 458 (gui s'appuie essentiellement sur le fait que N est fini),
on voit que Y e (N, EJ, (f(Rat) est fini cu 4 ef(Rat)).
De plus f(Rat) # @ trivialement.

DEFINITION : Préordres sur [N*_ EJ:

{i) Préordre de Smyth : V% , ge [N“5 E]
f B g e gRat) e X f(Rat)

{i1) Préordre d'Egli-Milner : vf,ge [N“_, E]
fE, B <= zlRat) & TH(Ral) et
t(Rat) & b g(Rat)

3.729. Fait : ¥+,g € [N*»E]

iy f

"

g & & Lef(Rat) ou g{Rat) - fL} & f(Rat)

(i1) fc ., g < L¢FflRat) et fiRat) = glRat)
du Lle f(Rat) et F{Ratlv{1} ¢ g(ReD

T
(ii1) si E = 2 = I , alors
L

fegE & Lef{Rat] ou g(Rat) ¢ 7(Rat)

-
n

w & €= {T}= f(Rat) = gRat) ou
(L € f(Rat) et f{Rat) \ {r} ¢ g(Rat))
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(iv) feg = feg B et f E g i.e. 1'ordre extensionnel

est plus fin que les préordres d'Egli-Milner et de Symth.

Démonstration : (1) - (3id) immédiats.

0"

(Bv) : fesg @Y% ) e gl = FRatle ¥ g{Rat)
glRat) ¢ 1 £(Rat}

i.e. fgn g et fesvg .

Soit = g (resp. = !’I} 1a relation d'égquivalence induite per ES

(resp. EM]’ i.e.

f=sgéfss g et 8Eg f (resp. etc...)

3.30. LEMME : vf.gelNn® o EJ
1) F=4 &8 <= f(Rat) = g(Rat}

(i) f = g g e Tt ou LeF(Rat) ng[ﬁ?ﬁ] u|

Démonstration

% £(Rat)

0

(1) F=yEe F(REt) ¢ ve(Rat) et slRat)
ot glRat) ¢ ¥ f(Rat) et £(Rat) ¢ K glRat)

= la) fn’a'aiu._:»g(ﬁhmgfﬁa_t)
b) gRatle L 4(Rat) ntfiRat)

(a) & fRat) e {u€ E: FxY € g{Rat) ¢ xE UEV}

comme E est discret XE UE Y& UE { XY}
alors {@) (=>'F[§a_fl c g(ﬁﬁ]

(b) e g(Rat) € f(RAE)
s flAat) = giRat)

donc +‘=” 4
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(11} ce la méme fagon on a :

f=g B s glRAL) C4 f(Rat) et f(Rat) c Tg(Rat)

& (comme E est discret}

L ¢ f(Rat) ou g{ﬁﬁ] < f(Rat) et
{ LeglRat) ou f(Rat) ¢ g(Rat)
ce gqui donne quatre cas
(1) L € f{Rat) n g(Rat)
(2) 1€ f(Rat) ¢ glRat)
(3) L ¢ glRat) ¢ f(Rat)

{4)  f(Rat) = glRat)
qui se réduisent & deux

1¢ f(Rat) n g(Rat) ou f(Rat) = glRat).

d'od le lemme. u]

Nous définissons maintenant les mémes préordres sur [N“_, D]
suivant une démarche paralléle & celle de Plotkin.

DEFINITION : Préordres sur [N* -4 D]

(i) Préordre de Smyth : ¥ f,ge [N*¥_, D]

fE'sE & Vopodiscret EVh : D€ régullgre hlo f) €. (hog)

(i1) Préordre d'Egli-Milner : Yf, ge [N“~ D3
FE'8 s Yopo discret E Vh : DE régulidre (hof) €, (hog
0

3.31. Fait :

(o) les relations g's et E'M sont réflexives et transi-

tives (i.e. des préordres).
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(i) si D estuncpo discret alors fE‘M ge=f E.9 et
fe's gefelg

(ii) Vvi,g e D) feg=+fc! 59 et fEl,g (i.e., {Tordre ex-

tensionnel est plus fin que les preordres E's et Sy -

Démonstration : (i) préordre de Smyth : on a trivialement
i E'S g = f €gg- {I1 suffit de prendre D =E , h = idE]. Réci-
proguement, soit he[D— E] ., a-t-on (h o g][ﬁt]g'f[h o -F)(ﬁt].

Deux cas se présentent. 8i Lg¢(ho £)(Rat) on e
E discret = si 14 f(Rat), alors
F(A€RAE)) = (h o £)(Rat) = T (h o ) (Rat)
or fEg B = glRat) < 1 £(Rat) =
(h o g)(Rat) ¢ it £(Rat)) = 1 (h o f)(Rat)
Si te(h o fI(Rat) ona T(hofI(Rat) = E

d'ot la conclusion trivialement. Donc -FES g = Te& 5 g ,» d'ob

1'équivalence.

Préordre d'Egli-Milner : de méme fg ne*" f Eq B et
F(Rat) cug(Rat) = (h o g)lRat) ¢ h(4 g(Rat)) c4 (h o g)(Rat)

par monotonie, d'od la conclusion.

(11} trivial, analogue & 3.28. a

L3 1]
On peut donc confondre € s et &g {resp. E " et g”]
dans le cas des cpo discrets.

Notation : dans la siite nous noterons 55 le préordre e’ s

(resp. £, le préordre g' I“L]'

3.32. PROPOSITION (lemme de représentation) :

Soit f, g ¢ (N¥ » D), 2= 17 i'espace de Slerpinski. Alors
L
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(&8 FEM g v V¥hi:D 2 continue
(hof]&n(hog]

(1i1 fe g & ¥h : Do 2 continue
(hof) ES[hog}

Oémonstration : 1'implication = est évidente dans les deux cas :

(1} & : soit vh : D2 (hof} Em(hog]
N soit ¥ : D~ 2 réguligre, E discret
f.g soit n ot Ew 2

x T 81 x #1 a xelfo flRat

t sinon
h Y
y est continue
2(——‘(-—-— E

Appliquant 1'hypothgse on a
woyof S woY¥o g, c'est-a-dire d'aprés 3.29.
[+ §Moyo f)Rat et (yo¥o fIRat = (yovo glRat
ou (1e(no¥o fIRat et (yo¥o f)Rat \{1} Clv oro gIRat

ler cas : L ¢ {no¥o flRat =
Lglyo fIRat) et (¥o fI(Rat) = (¥ o g)(Rat)

Zeme cas : 1€ (yo¥o flRat =1 el¥o flRat
Considérons maintenant vee (7 o £)(Rat) N§{i} 1'échelon de Scott
"e = [e,T], , qui est continu de E dans 2 (E interpolable).

Appliquant 1'hypothése 11 vient :
e o¥of En ylenl’og
d’ ol
L& (g, 0¥0 f)(Rat) et
gy o¥o fI(RatIN {2} & [r;e o¥ o g)(Rat)

i.e. e € (¥o g)(Rat), d’ol
(o fIRatIN {23 & (¥ o gl(Rat)
d'oll en remettant les deux cas ensembles et en appliquant & nouveau

3.29,
EnE




3
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{ii)} on procéde de la méme manigre; gardant 1e méme schéma et les
mémes variables, on a @
sl pt EaZt x wl st x#LlA x ¢ [¥ o fIRat
In} 1 sginon
y est continue =
nov¥of eg no¥og = {d'aprés (3.28)

1¢ (yove fI(Rat) ou (no¥o g)fat ¢ (yo¥o fIRat

fer cas : L ¢ (no¥o fIRat =
(go¥o glRat € fqov¥o fIRat =
(qoyo glRat = {Tj=(¥o g)Rat € (¥ o fIRat

oeme cas 1 4 & [ 0¥O FIfat = Le(yo fIRat
4* ol rassemblant les deux ces et appliguant 3.28.,

f&g 8 )

A

N  est un fom 6lémentaire, les T¢€ [N“_, D] sont minorées

par . , dont la proposition 3.18. s'appligue et

vie(n’, D] F=Uileflally eeREIN®I}

Nous allons voir que cette structure de faisceau sur LN""_) ]
ordonné extensionnellement "passe”, OU plutdt ngiltre” , & 1'espace
, et 1a construction du po-

[N D} précrdonné par ou £

c

=5 M
werdomain consiste fondamentalement en ce passage. On obtient ainsi
"presque” une structure de w-faisceau sur [N“’_, 0}, 2 cecl

prés gue la fonction limite est multivoque.

Nous avons d'abord un résultat de compactité (la clause {11)

est analogue au résultat de Smyth [ SMY ] pP 28) :

3.33. LEMME (Propriété de compacite)

Spit N un ensemble fini, D un CPO. 1rensemble o
£ =y [e,e'] :neN, e RE(N?) et
{ & [5g'%q) ®q e

f, t { = al
(qtsln.eq,eqjl) eq} e' }

9




- 160 -

) ' -

( ah [eq.eq]_l) [eq) eq}

Alors  Yf,g € (N“o D]

1) fege o Waed ag f=a gge)

(1) fe e e« (Vaedl ag, f=pe g, sl

DEMONSTRATION : (en appliquant le lemme de réprésentation)
(1i) est plus simple :

& est obternue par transitivité
=5 : s0it h € [D- 2], ae M
a g, fe{Ty=(ho a)Rat = (h o fJRat
ou{ L €lhoalRal et (ho a)(Rathh{L}c (h o fIRat}

ag,eeT}= (h o a)Rat = (h o g)Rat
cu Lelh o a)Rat et (h o aXRat) N{i} cth o fIRat
1/ L4(h o a)Ret = [(h 0 a)REE = [h o fIREL = th o g)RST

2/ Lélh o @Rt = (h o a)Rat \ {Ljcth o fIRET
=(hec alRat \{1r} =(h o elRat

i.e. Te(hoflRat = T&{h o g)Rat
rassemblant les deux conclusions 1l vient
f EH g
(i) soit Vaed” a €gf=ra g8, Il vient

acg fa{ ¥ h:D=+2 continue

¥ Lefh o aJRat ou (h o f}Rat &{h o alRat

a8 &g 8¢ ¥Yh' : 0= 2 centinue
(h'o alRat ou (h o glRat ¢ [h o a)Rat
I1 faut montrer
¥h €[D2] Letho fIRAT ou (h o glRat e (h o f)Rat
Supposons gue c'est faux, i.e.

dhe [D—>»2]4¢(ho fIRGL et (h o glRat g[huf]ﬁé?;-




"
¥
#
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j.e. [(ho fIRat = T} et th o gfRat = {L.,7}

1er cas zae 8 Eg f et L dlho aJRat
alors (h o glRat = tho f)Rat = {T} contradiction
o8me cas : Ve el 2 &g § =y L €& (hoa)Rat

c'est-a-dire

Vaed’ (ho £iRat s(hoa]t—i’_a?@Le(hoaﬁ.;h
Conme  (h o f)Rat ={T} 3u € £(Rat) hlu) =7
Considérons la fonction a = Ufx,ud s x eNF
Comme N est fini acJP? . De plus

¥y € NY  aly) =u ¢ f(Rat) =>
atfat) = f(Rat) =
(ho#) 8at = {T}= (hoalRat
ce qui impliguersait Le(ho a]ﬁ d*aprés 1'hypothése
(daed’ acg f => Lelh o a)Rat) ce qui est absurde.

Donc le 2&me cas est contradictoire comme le premier, d'od la
pertie = de 1’assertion (i) . La partie « est obtenue par transi-
tivité. o

Maintenant i1 est facile de voir que le préordre (resp- Eﬂl

=
=S5
daéfinit presque une structure de faisceau sur [Nm._, 07 » dont le
noyau serait AP, par

5:f‘.—p{a€ﬂ’ :assf‘}
(resp. st f 1> {@ edP ag, R

Plus précisément si on note par

1ub(§ aedP: agg f3) = lub(s(£))

{resp. etc...) 1'ensemble des bornes supérieures de s(f), alors on a @

3,34. PROPOSITION :

(11 ¥f e (N9,D] 3ne lub(stF)  F=h
(4i) Le gquotient de 1'espace [N D] par la relation d'éguiva-

lence ~ induite par le préordre (resps ':"1'!] fournit un fom

=
=S
sUT [_N“J_., D]/~ . Ce fom est g1lementaire et a pour ensemble de ra-

tionnels J.!’/ .
s




3.35. COROLLAIRE : L'espace [N“., D]/~ est & un isomerphisme de poset
pres, le powerdomain au sens de Plotkin sl . est = " (resp. le power-
domain "faible" au sens de Smyth s1 ~ gst = s]. R

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION : D'aprés 3.17. on a : Vfe [N“» D}
= Ufaeld:acty= U{fly =V, ={u €N“ : longueur (u) s n}}
n

Posons -Fn = Flvne A . Alors ¥n -Fh Eg £ {resp. fn En ) d’aprds

3.31. Soit maintenant ge¢ [(N“» D] tg ¥Yn T Es g (resp.
.Fn En gl. Montrons Eg g (resp. ~F§N g).
D'aprés la propriété de compacité il suffit que

Vael sc, f = ac

s sE
[resp. acg, f = a Sy g)
. = ul v
Soit aeJdP a Eq f 11 existe vV, telque a &n [eq.eq] =¥ B¢ Vm
i.e. ag -Flvm = -Fm ES g (resp. =N g)

= a eg & {resp. agy, g}

D'oll Ff g s glf En g). Donc f est bien une borne supérieure des Fn.
Comme on vient de voir que les a = f (2 = f) sont finis pour la
famille & = {{-Fn}n sl\l} cn a bien que f est une borne supérieure

pour 1l'ensemble fae¢ J? : a €g f} = s(f) [resp.{ale: acy 3= s(f))
Le reste de la proposition eS8t &vident. n] .

Le coro!laire est immédlat si on note 3.30 -
On peut noter encore que toute suite {gn}n €N d’éléments de A°
Eg ~ascendante (resp. =9 -ascendante) a une borne supérieure dans
[N*~ D1 qui est définie par g : N“,, D

Dom(g)l nRat = {u ¢ ((n\Dom[gnJJnRat : la suite g, est
€ -croissante le long de u, i.e. [gn[u];n en est croissante dans D}

Dom{gla Rt(N*) = s(Donlg) A RSE)

E ! X s PEI gm[x].

Le passage au gquotient fournit une structure de cpo. On a done une

opération
P:D *+ (NY_, 0}/
dite "powerdomain”.
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Smyth [ SMY ] note que la classe des CpO tels que toute paire
d'éléments majorée admet ume borne supérieure est close pour P lorsgue
~ est =g - Plotkin introduit dens le méme but, lorsgue -~ est = . -
la classe des objets SFP qui sont des w-1imites inductives (au méme

sens ot D, est une 1imite inductive) de cpo’s finis.

En résumé nous avons pris comme objets las T ¢ [N D) (qui dé-
notent des calculs paralléles]. et nous les avons reliés entre eux par
les préordres d'Egli-Milner et de Smyth dans le but avous d'avoir ainsi
un cpo. La clause (1) de 1la proposition 3.34. nous fournit la meilleure
approximation possible de 18 structure de faisceau gui respecte la struc-
ture des objets. La clause {ii) de 3.34., en passant aux classes d'é-
quivalence de ces objets, permet de retrouver un faisceau et par 12 des
objets connus de la théorie des cpo’s. mais elle oblige & des identifi-
cations obscures pour le programmeur que nous avons mentionnés dans les

prolégoménes.

On ne peut manguer de noter la parenté qui existe entre 1'opération
qui consiste & »mélanger” certains f,ge [N D] (ou moyen de la re-
lation d'éguivalence = y ou = Sl en se référant & leurs images et
celle gui consiste & dire (cf. chap. I. pp- 59 Y que s1 A =Y o Im
avec Y ¢ [U,r\} , i.e. si les limites sont prises par borne inférieure
(borne supérieure), alors pour autant que la notion de convergence/
non-corvergence soit concernge, il revient au méme de confondre plusieurs
systémes approximants distincts 61 J ij = §(j) & condition qu'ils
aient la méme image Imls) = {Xj : je It & X . Les fonctions
fe LN“’_. D] peuvent donec &tre considérées sous cet égard comme des
systémes approximants (ce qu'ils sont en réalité, puisque nous avons
montré au Chepitre I de guelle manigre 11s expriment des suites de cal-
cul, ou de réductions dans le a-calcul, etc.), dont il s'agit de trou-

ver le faisceau assoclé.

Ceci indique gue 12 solution serait de sortir de la vision habituelle

des cpc's comme domaines de calcul et / ou trouver une autre construc-

tion gui respecte mieux 1es objets informaticues. Certains auteurs

{smyth ¢ PLS1, Plotkin [ 1978 7,...) préconisent 1'emploi de catégories.
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Il nous semble guant & nous que méme dans ce cadre la notion de cenver-
gence joue un grand rdle {cf. la notion de faisceay sagittal au Chapi-~
tre IV), et que 1'on ¥y repose le méme problgme. Dans une direction dif-
férente la notion de systéme approximant (ou calcul) a8 été aussi re-

mise en relief par Arnold et Nivat, qui utilisent une métrigue pour

relier ces systémes approximants entre eux.

En fin de compte on peut dire que, fondamentalement, le préordre

d'Egli-Miiner (resp. de Smyth) est la notion qu'il faut rajouter
aux faisceaux ordonnés et aux fonctions régulisres pour obtenir le

powerdomain au sens de Plotkin (resp. 1le powerdomain faible au sens
de Smyth). Et ces préordres sont 13 pour relier les systdmes approxi-
mants entre eux de la méme maniére gue la métrigue d*Arnold et Nivat

85t 14 pour relier les calculs infinis non-déterministes entre eux

par passage & la KP-conuezgence associée.

IV - SEMANTIQUE D'UN LANGAGE DE PROGRAMMATION AVEC DECLA~
RATION DE TYPES ; RETRACTES

Nous avons wu par exemple que tous les cpo  sont des faisceaux
et les fonctions continues des fonctions réguliéres, par conséquent
toute la sémantique utilisant ces objets peut 8tre décrite . dans le
cadre des faisceaux. Nous avons maintenant suffisamment de matériel

pour nous attaquer 3 un autre probléme de la sémantique des programmes :
les déclarations de type.

La notion de type a bénéficiée ces dernidres années d'un regain
d'intérét et d'une floraison de recherches : travaux de Guttag
[BUT] , iangages CLU (LIS , Alphard {WL] , Russell (DEM]
FOL [WEYY ... aprés avoir éts pendant une certaine période surtout
1'objet de 1'intéret des praticiens. Etait-ce dd au mangue d'un véri-
table modéle (au sens de la théorie des mod2les, i.e. dénotationnel)
comportant des types en tant qu'objets de calcul ? En tout cas la
liaison entre la notion de rétracte (au sens de Scott) et la notion
de type au sens usuel restait un domaine de recherches. Il est carsc-
téristique que les modéles présentés par L. Nolin [NOL) et
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J. Donahue (DON} . surtout orientés vers la programmation, ne conpor-

taient pas de construction mathématique compldte.

L'sne des occurences initiales de la notion de type en informatique

se situe au niveau du codage binaire des nombres : si & chague nombre

on assccie un nombre fini de bits, alors si on veut manipuler des nombres

suffisamment grands on est obligé de choisir des représentations diffé-

rentes pour les nombres entiers (¢ N) et pour les nombres "réels”

(e Q-N), et donc une erithmétique différente pour chacune de ces classes

de nombres, donc un type différent et ceci doit apparaitre au niveau de

1la programmation.

Nous avons montré (cf. Prolégoménes) comment ces "fourches caudines”
de 1'informatique ont été pergues par L. Nolin comme un concept fonda-

mental.

La notion de type est ignorée ou desservie dans plusieurs langages
de programmation. Ainsi en LISP (cf. Allen 1978) les types sont assi-
gnés dynamiquement et les erreurs de types ne sont détectés que lors-

qu'il est trop tard pour faire guei gue ce soit.

Nous donnerons ici au mot type 1a signification suivante : un type
est un objet de calcul, dénctant une valeur, au méme titre qu'un pro-

gramme dénote une valeur (fonctionnelle) (Nelin englobe toutes ces va-

leurs sous le nom générigue d’algorithmes), et un méme &lément peut avoir

plusieurs types. Ainsi en FORTRAN, 1'élément 2 a ie type integer, mais
aussi en toute rigueur tous les types {1,nleN , n &N puisgqu'on a
une notion de tableau dans le langage et que les indices des éléments
de ces tableaux doivent se trouver entre les bornes déclarées. L'élément
7 peut étre considéré comme le type {2} . et iZ} a en méme temps le

type de tous les types qui le contiennent (i.e. un ensemble est appro-

ximé per tous les ensembles qui le contiennent].
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IV. 1. LE LANGAGE DE PROGRAMMATION

Nous n'avons pas 1'intention de fournir ici une description complate
d’un langage de programmation, nous voulons simplement iilustrer 1'uti-
lisation des faisceaux (ordonnés) pour traiter la notion de type et la
différence de notre approche avec celle de Scott par exemple.

Nous définissons d'abord un langage -Sft de types au sens de la
logigue combinatoire (of. [HIN] pp. 66 sqgq) :

(i} on a un certain nombre de types de base : «,@.... dont nous

ne préciserons pas la syntaxe.
(ii) si o, sont des types alors Fa« @ est un type
(111) si {’(1}16 1+ 185} ie1 sont des familles de types,

N
alors ie1 F oy By est un type.

Nous interpréterons les types de base o.@,... comme des éléments
a,b, ... de quelque faiseceau. Les types Fo (® carrespondront aux éche-

lons de Nolin < a,bs , ol a interpréte & et b interpréte ¢

Nous nous intéressons aux programmes avec déclaration de la forme

suivante

Fo

S Feh 10800« 16 () e}

ol T[(B] est un terme obtenu en composant un nombre fini de fois des
fonctions de base, des prédicats de base et la variable fonctionnelle
G.

ta signification intuitive qu'il convient d'accorder ai programme (1)
en s'appuyant sur ce gu'on fait dans des langages comme Algol et

Fortran, peut &tre esquissée de la fagon suivante : si on a :
F ot 8: GXl e 2[G] (x) 2)

ceci signifie : ¥ donnée x, si x vérifie "x est du type «" et si
le programme G s’arréte pour la donnée x, alors G{x) vérifie
"G(%X) est du type (3".

Le lecteur ne peut manquer de noter 1'analogie de cette assertion

avec, par exemple, l'assertion de la logigque de Hoare suivente
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o {6} B (3)
qui signifie : wpour tout état de mémoire donné %, 81 X vérifie
la précnndition «x et si le prograrme G s'arréte pour 1'6tat  X.
alors 1'état final G(X) yvérifie 12 post-condition B ".

L'expression (2), comme 1'gxpression 31 décrivent une certaine

agproximation de la fonction caloulée par le programme G : l'expres~

sion (3) de fagen "prédicative” (i.e. au moyen des assertions « et
RN 1'expression (2) de fagon »typique” (1.8« au moyen des types o
et ple (on voit dont que sur le plan théorique, 12 programmatian
avec déciarations de type n'est pas fondanentalement différente de

1a programnation avec assertinns].

ponc en fin de compte 1a construction d'une sémantigue des progran-
mes avec déclarations de types, comme celle pour 1es programes
avec assertions (i.e. manipulant une sémantique exiomatique au lieu
d*une sémantique “typique“] revient & construire*entte deux descrip-
tions de la fonction calculée par le programme G : sa description
algorithmique. donnée par 1e texte de G et sa description plus ou
moing approximative donnée par 1a déclaration de types (respective-

ment la précunditinn et la postcnndition).

Cette construction est relativement aisée dans le gecond cas.
que nous avons considéré dans Nait-Abdallah. 4976. Elle requiert dans
le premier cas. que nous examinons ici, des instruments plus comp 1lexes
et plus fins, peut-gtre du fait gue 18 notion de type eat beaucoup

plus proche de la machine que ia notion de prédicat.

Nous retrouvons une notien (généralisée} gtudige dans Scott :

celle de rétracte, mais nous en faisons une utilisation différente.

Nous opérons COMME dans la@ sémantique usuelle du point fixe
sTO, WI prenant 1es extensions réguligres des fonctions (cf.

Prop. 3.5.) au lieu de leurs extensions réguligres. Ajnsi pour le

conditionnel de Mc Carthy
apab. Lp— a,b) : (vrei, & b) 8
(faux, & b) w— b
(pooléen, & bl — @ ub
L, a bl = +
(T, a B} e 7

(¥) un modele permeTTan+ de verifier le recol lement
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La 32me ligne se justifie ainsi : savoir Que p 8 une valeur booléenne,
c'est plus gue n'en savoir rien du tout et comme p € f vrai, faux}

il y a autant de raisons de choisir vrai que faux, d'od le résyltat non-
déterministe 2 0 b. Nous avons supposé implicitement ici que 1'espace

X est un sup-semilattice, mais nous précisons ce point par la suite.

3.36. Fait : Le conditionnel de Mc Carthy jouit des propriétés sui-

vantes :

(i) (vrai — a, b) = a
(i1) {faux ., @& bl =b
(ii1) (ps(psa, blc) = (py a. ¢
si et seulement s1 bg awWwc
(iv) {(p-sa,(p>b, c)) = (py a c©)
si et seulement 81 becawec
(v) (lp>g. r) - a, bl =(pslgsa. b, (r—=a b))
si et seulement si a=aub =7
(vi) si f‘1(x] = glplx) = h1[x). hztx}]
et fz[x] = (p(x) -;gEh1(x)], g[h2[x]]]

ol les fonctions g, p. h1. h2 sont réguli2res, alors -Fz s F Si

4
de plus ona gl(1) =1, g(T) =T et
gfh,lfx] o hz(x]} = g[h1[x]) u g(hz(xll

alors *F,] = -Fz .

(vii) la fonction
x = [p(x] =3 alx).b(x))
ol a, b, p sont réguliéres, n'est généralement pas réguliére.

DEMONSTRATION : immédiat. Le seul fait qui mérite peut-8tre d’&tre
explicité est le point {vii). qui ressort du contre-exemple suivant
T
]
bodeen

v AN
fau

Seit B = vrai

NS

X
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Spit X un foe canonigue, qui est un supsemillatice possédant
T et 1, contenant N.
p:Xs8 a:XaX b: ¥ «» X régulidres tq
p{1) = vrai pl2) = faux p(12) = booléen
a(1) v} a2} =1 a(12) = al1) v al2) = {0,113
b(4) = 3 b(2) = 4 b(12) = b(1) U hl2) = 13,41

"

¥112) = (pt12) — al12), bE12)) =
(bocleen~al12), b(i2)) = a(i2) v b(12) ={0,1.3.4}

v u P(2) = (pl1) = al1l, b{11) W (pf2), al2),b(2)]
= (vrai.s al1), b(1]) b (faux - a(2), b(2)) = al1) v b(2) = {0.4}

donc $(12) # YD Y ¢(2) di.e. n'est pas réguliére. u]

Le seul point délicat est que, pour respecter 1'intuition que 1'on a
des fonstions (cf. {SHA] ., Proleg. et supra §II), il conviendra de pren-
dre ici non pas la composition usuelle des fonctions mais ledr compo-—
sition réguliére. On associe ainsi une fonctionnelle

Tig — zla) vg ¢ [X = XJ

au terme fonctionnel T(G]

3.37. PROPOSITION : Si X est complet sous condition et 1les [Xp—a X1
munis de fom's &lémentaires fidéles. alors la fonctionnelle v asso-

ciée au [G] est régulidre sur le noyau de (X = X].

DEMONSTRATION : par induction sur la structure de TIG] .

(1) 1a fonctionnelle identité est réguliére (1.20(1i))
(ii) 1a fonctionnelle constante est réguliére (1.201i))
(141) si %,.....T sont régulidres sur [XoX] et £efX"sX]
réguligére, alars
+: ge0(« t1(g],.... Tn(g] >,fl

est réguliére d'aprés la régularité de 0 et la fidelité de (X —»X]
{Proposition 3.B. (v])), pulsque 1a fonction
< 21g- <‘t1[g),.... ‘rnfg]

est régulidre : Yeeplg)
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U sle) = U <‘t1(c]..... 'tn[f] > =
<u'r1[¢—],.--, utntsb =<'z1(g].---, 'en(gb =< 3(gl.

{iv]) si Tyoeees ?n sont régulidres, alors
T:g—0(<¢ 2] (g),ee, rn[gl> +B}
est réguligre (méme chose qu'en (ii1i)). 0

Maintenant va intervenir la structure du faisceau X.

IV. 2. POINTS FIXES DE FONCTIONNELLES

A priori il y a plusieurs fagons d’obtenir un point fixe pour la fonc-
tionnelle T . On peut par exemple généraliser le théordme de Kleene
pour les cpo’s plats. SI X est un fom 6lémentaire et si on ne con-
sidére que l'espace [X - X]m des fonctions réguliéres possédant un
minorant approximant, alors il existe sur [X - XJm un fom de la
convergence simple (Cor. 3.14) 1i.s. ~Fi< fe=> ¥x Fi[x] < FIx2.
Ce faisceau est fidele, et comme T est régulidre sur (X o X}m

(Prop. 3.8. (vin'? .,

¥xe X T{m £ )(X) = (m T (F,))(x) = lim = (f.)(x)
i i i i i i

Si on considére maintenant une suite

i -
VienN TED = Faé (X X

Comme (X — x]m est stable par T, on peut supposer la suite {fi}ie N

convergente sur guelque domaine D € X {l.e. Yxe D, u (-Fi[x] tielNg

existel; et sur D :

Tim £,) = T0m 2 (F3) = 1im 2
i B i © 1

La limite 1im ¥
i

['Fol

1 est solution de 1'squation

a7 g g =T (g)
sur le domaine D si et seulement si

lim *ci[f"c] = 1im rmtfol
i i

(né condition que X soit complet sous condition.
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Comme T est monotone (Lemme 3.1.), 1l suffit que

un e ) e Um 2HF)
1 e i e

ce gui est évident puisque 1lim = UW. Donc on peut €noncer @

3.38. PROPOSITION : Si X est un poset complet sous condition muni
d'un fom élémentaire, [X - X]m 1'espace des fonctions réguligres

sur X possédant un minorant approximant, muni du fom de la convergence
simple, alors toute suite {Tn“onne n Pour fné [X X]m , COnver-
gente sur un domaine D € X (L.e. tg ¥Yxe¢ D t_ll_l r.n[FD[x] existel.,
est point fixe sur D de 1'égquation fonctionnelle g = z(g). En parti-
culier si 4+ ¢ X l-‘{ tn[}\x. 1) est la plus petite solution sur D

de g = Tigl. '

DEMONSTRATION : cf. supra.

Mais ceci n'est qu'une fagon d'utiliser la régularité de <z (prop.
31,37), dont en feit la seule exigence est la fidélité des fom &lémen-
taires dont sont munis les espaces fonctionnels. En particulier la pro-
position 3.37. nous parait se relier, en un certain sens, (gue nous
n'avons pas la place de développer ici) & plusieurs résultats de Nivat
sur les grammaires algébrigues (NIV'77] , ol cet auteur énonce pour une
ngfonctionnelle” analogue & T plusieurs propriétés de régularité lorsque
1'on considere les faisceaux associés aux topologies supérieures et in-

férieures de Scott.

Ainsi {X = X] peut tre muni du faisceau associé & la topologie
inférieurs de Scott :
¥fe Xy X3 B(f) = {S chaine descendante & (X > %] et £ =nNs}

Ce falsceau est fidale {trivialement); ='il définit un fom élémentaire

(i.e. algébrique}, alors T est réguligre dessus; on peut donc énoncer
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3.39. PROPDSITION : Si X est un falsceau ordonné, X 2 XJ 1'espace
des fonctlions régulidres de X dans X muni du feisceau associé &
1a topologie supBrieure de Scott.
@:fa{S € [X=2X] :S descendante et f = h $%. tel que
[X+X] est élémenteire, alors toute suite {}n[fu}} nemn » PoUT
e (X - X] ., convergente sur un domzine D& X (i.e. tg VxeD
1 Tn(FD](XI ‘existe), est point fixe sur D de 1'éguation fonc-

tionnelle g =1t(g). En particulier si TeD, l;l tn[,)x.T] est le plus

grand point fixe de (g) = g sur X.

DEMONSTRATION : immédiat (analogue & 3.37).

(Nous avons énoncé un résultat analogue dans [NAI 78] en nous
appuyant sur un argument inexact. Nous croyions en effet que sur un
foe dont toute partie majorée posséde une borne supérieure toute fonc-
tion réguliére est M -continue. Ceci n'est pas vrai : il suffit de
considérer X =®(N} ordonné par inclusion et + : X X définie

sur les rationnels par :

fl§) =4 et¥nelN flfn}) = {13 . Alors
b= fig) = f[rg (Ps+w]) # I;lf[[p,m]] = £13)

Nous laissons au lecteur le scin de formuler d'autres "théorémes

du point fixe" en prenant d'autres faisceaux fonctionnels fidéles.

IV. 3. SEMANTIQUE DES PROGRAMMES

$i le programme ne contenait pas de déclarations de types, les
énoncés du paragraphe précédent suffiraient & fournir une sémantique.
Mais nous devons tenir compte du "filtrage” associé au niveau de 1'or-

dinateur & la déclaration de type., et donc la fonctionnslle qui nous

intéresse n'est pas T mais sa transformés par ce "filtrage”.

La compléxité du domaine de calcul X dépend de la complexité
des déclarations de types que 1'on s'autorise au niveau du langage.

Nous avons vu que pour bien interpréter le conditionnel de Mz Carthy,
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X devait en tout cas atre un sup-semillatice. Supposons gu'on ne con-
sidére gque des programmes de la forme

Fup :G6x)e& TlG] (x).
avec la significetion (Algol, Fortran,...) : si x est du type «pro-
céder au calcul et vérifier gue Gi{x) a le type B . sinon (délivrer
soit la valeur indéfinie T soit la valeur ¢).

.

Alors on peut procéder comme suit ¢

DEFINITION : Un domaine commade X est un faisceau ordonné &lémentaire

tel que 3

{i) X est un lattice possédant T
(11) YaeX, ¥Se X tel que wS existe
an(ufs :se¢SH =Uf{ans :8e S} -

On note que si X estun treillis complet, la clause (ii) revient

3 dire que X est une algébre de Heyting compléte (cf.{SCS]).

Dans un domaine commode, 12 fonction
X aflx

a. 81 X est un domaine commmode, et si ¥
on définit sa trans-

gst régulidre pour tout
est une fonctionnelle sur X = x1, V¥ab¢X

formée Na.b[ﬂ par

N T > AT.AX. < a,b r\‘t‘['F)[x]>T(xJ

a,b

{on peut aussi définir, suivant notre convention :

N;‘b 17T > AT Axe caglflixl > o (X))

ol ¢..,.y dénote 1'6chelion de Nolin.

Cette transformation traduit le "filtrage” de la fonctionnelle T.
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3.40. PROPOSITION : S4 [X._.,X] est muni d'un faiscesu fidele, alors
2. PRUPDSITION

(1) la transformée N, (2] (resp. N; p{t)) d'une fonctionnelle re-
guliére est réguligra.

(i1) restreinte 2 1’espace des fonctionnelles réeulidres mund d'un
faisceau fidéle 1a transformation est régulidre. o -

DEMONSTRATION : (1) résulte du fait que 1'espace des images des fonctions

—=olnnl1ON

considérées possdde la pPropriété de commodits (1i):

car soit 1’ = Na,b(ﬂ s e [Xo X1, e¢ glf), alors :
TF) =Ax.¢a,b 1 U s}{be(xJ = [ T réguliére)
Ax. cabNiYfn) ;op €5 1I(x)s oIx) = (fidElite) =
Axe <a,bnn(uy {Th) (x) : he €1) > 1{x) = (propriété de com-
modité de «x)
Ax. <a, U (b Atlhllx) : he s} » Tlx) =
LifAx-<a.b mt(h](xJ>T[x] : hgg-} = Uar(e)
d'ol la régularité de ' = Na b(z].
Méme argument pour N;,hh]'
(ii) on a de méme pour Na’bA:
Na,b[ﬂ = M. Ax. ca,b nt[-F](x])T[xJ =(si gepl))
=M Ax < ab n(uelf)(x) >lx} =
Afe Ax. ca,b N w {8f) : st }](XJ>T[XJ
o dxe cab Nl {8{f)(x) : fesy)s ;x)
P Mx. ca Ui N8 (£](x) $0EF} > (x) =

L Eaf. ax. <a,bne{€1(x}>.r[x) t o€ 3 = \JNa’b[e-) .

" *
Méme chose pour Na,b . O

i1

81 X est un demaine commode et ¥ régulidre, Na’b{‘cJ [N;.b(t)J est
aussi réguliére; on peut donc apnliover 3.39 si [X = X7 est €lémentaire.
Nous dirons alors suivant [NDL] que la fonction calculée par le programme :

Fe 8 @ GIx) & TIG]T(x)

a ipterprétant & et b interpétant B, est per définition le plus
grand point fixe de 1a fonctionnelle régulisre %'= N5 b{’t] (resp.
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T e N" (r]] (Le lecteur peut se ré&férer a Naft-Abdallah, %878
pour plus de détails sur le calcul de ce point fixe}. Ceed exprime
de fagon claire ce qui était entrevu de fagon empirique dans Shamir

et Wadge, 1877.

5i 1'on considére maintenant des programmes comportant des déclara-

tions plus complexes 3

SN PR By 1 600 = TIE300
on voit gu'il est commode d’interpréter les types in@i comme les
6échelons de Nolin <a 'bi> T ol =<y (resp. ﬁi dénote &, (resp. bi]'
On donnera & ia déclaration ci- deasus la signification intuitive sui-
vante 3
si x est du type ujh.prncéder au calcul et vérifier que Gix}
a le type 6i , et ce pour tout 1e I, sinon (i.e. ?cx tq x est
du type &, j (délivrer soit la valeur T soit la valeur gul a tous

les types 31

VAN 6
Stous= g €1 Fali pi , on définit la transformation

Nu(t] = T avec VYF

Nu(’t](f}ExJ = T(fIx) M EF; <ai,b1>.r[x]]

si 4 a, Xxce
i i
=T sinon

et la fonction calculge sera le plus grand point fixe de Nu(t]

(resp. de N:(t] définie de fagon analogue).

v _- 4.‘RETRACTES CORRESPONDANT AUX DECLARATIONS DE TYPES

DEFINITION : (i) Soit X un faisceau. Une rétraction sur X est une

fonction r: X - X telleque T est régulidre et ror = e

(i1) e r est une rétraction, le rétracte déterminé

par r est l'image de T :
Im(r) = {x € X3 x= rix) 3. n]
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3441, Fait : S1 r est une rétraction alors ror = o(r,r) . 0
DEMONSTRATION : immédiat. [n]

Si r est une rétraction, r régulidre =¥x ¢ X ,
YeePlx) ona; rix) = rIU{s 1 8es}) = U fris) : S€6p .
Donc les images des fibres donnent une structure de faisceau induite
sur le rétracte déterming par r.

3.42. LEMME : Soit X un faisceau, Y un domaine commodea,
f € [X 5X]) . D&finissons Ya e X, beY les transformations :

Na,b(tj = AMf.3x.<ca,bm Tlf)(x) > 1x)

S =
Na,b['l') Af. x. caelf)(x) » b(x]

N *
alors (i) NaAb et Na.b sont idempotentes

{11) si [X 5¥Y] et [(X > Y]s [Xx5Y]]  sont munis
de faisceaux fidéles, alors Na b et N; b sont des rétractions.

DEMONSTRATION : (1) ¥fe [X Y], ¥x € X (N, p (N, ((@INE,x) =
ca,bn (Na'b(TJ](‘F](x)avT (x) =

<a,bn<a,b M} x)s fo]>T (x) = (si xea alors b N e(f)(x)
sinon 1) = ¢a,b N T {f‘J)T (x) = Na'b['?:]E'F.x)

= - TN 0 .
i.e. Na,b ° Na,b Na.b d’ol 1'idempotence de Na,b

M8me raisonnement pour N: b
{11) résulte de [i) ot proposition 3.40, O

Pour voir le lien avec les travaux de Scott (cf. Scott, 1978,
Swansea) on peut voir aussi que :

3.43. LEMME : Wae¢ X, yhey Arsxox. tivoy,
T et t rétractions telles que Y+ e X = Y] N, F) = tofor . [




iite

1{x)

- 177 -

DEMONSTRATION : soit T : X » X une rétraction, L= r(X) le

rétracte déterminé par r-
Vuer(X) u=rlvl, ve X
rlu) = olr(v)) = vlv) = u donc r est 1'identité sur
1= rix).
Supposons cu'il existe deux rétractions r.t telles que
Na,b (f) = tofor. Alors

¥x & T(X) =U t(f(x}) =<a.b NFx) > (x) =si x ga alors
b MFf{x) sinon T
sur (¥a) AW ona tof = ax.b N Fix)
sur (X- ¥a) Al tof = Ax.T

Donc  sur FLXNL BTN U) t = Ax.T
sur Flundtal t=ay.bny
on voit gque 1la définition de t dépend gtroitement de la definition
de £, et pas seulement de a et b. D'ol le lemme. a

On peut &noncer un fait analogue & 3.43. pour N; b
= N* = .
g Na-b[f] 7!x.<a.+'ix)>b

Dans cette approche, 1'6chelon <a.bs représente la classe des
fonctions oui orenant un argument de type & rendent un résultat de tyoe
a. ou si 1'on préfére le type Fab de la logique combinatoire, et
1'ordre que nOUs prenons est celui de [X - Y] . Pour travailler sur les
Ffonctionnelles nous leurs associons des transformations Na,b . Ces

objets sont clairement distincts des rétractes @

(a o0—b)=2f. bofoa

considérés par 0. Scott [SCO 767 munis de l'ordre £ @

a<h <=>enb=boa=a
ce qui conduit au résultat

asa' et b& b =(a o0—=b &a’ o—» bY)
contradictoire avec les propriétés des échelons de Nolin. qui donnent
{3 1'indice prés gue 1'on peut prendre = T)

aga' et B'g b =5 <a,b> g <a’.b'>

Nous aboutissocns & une interprétation de 1a déciaration de type dans

un en-tdte de procédure gqui n'est pas celle de Scoctt au moyen du rétracte

a o0-— b, mais qui nous parait plus proche des objets manipulés par le

programmeur dans des langages comme Algol ou Fortran.




CHAPITRE 1V

FAISCEAUX SAGITTAUX ET LIMITES,

Nous abordons dans ce chapitre la méthode utilisde dans
Hofmann 1979, Smyth-Plotkin 1978, pour calculer des espaces
(sémantiques pour nous) par approximations successives et nous
montrons comment cette mithode se relie trés naturellement a la
notion de faisceau que nous €tudiens iei. I1 s'agit en fait de 1a
méthode utilisde par D. Scott 196% pour la construction de D,
reprise par la suite, dont nous montrons ici l'articulation avec
la notion d'approximation que nous avons relevée pour R, les
espaces d'algorithmes de Nolin, etec... et qui correspond & une
réalité informarique.

Nous esquissons une notion de "domaine universel® dans
lequel résoudre des €quations aux domaines (informatiques) :
il s'agit de la catdgorie des faisceaux munie de diverses notions
d"approximation d'un faisceau par des diagrammes de faisceaux.

Nous montrons ensuite comment les méthodes des chapitres

précédent peuvent 8'appliquer pour construire des espaces "riches"

au sens qu'ils vérifient non seulement des &quations aux domaines

mais expriment des notions trés proches de la programmation usuelle :

nous nous occuperons ici de la notion de type, déja abordée au

chapitre précédent. On supposera que tous les faisceaux considérés

sont &léments de quelque univers U .(cf. infra)

I. Les catégories de faisceaux ¢ Fais, Foen,...

Nous posons d'abord une définition [HOF 2] :

Définition : fonction fortement régulidre.
Z=iiolition

Soient X,Y deux faisceaux. Une fonction £ : X Y ese fortement

régulidre ssi f est régulidre et ¥x €X ¥o¢px) (f o o) €p(£(x))

4.1, Fait (i) La classe des faisceaux munie des applications

fortement régulidres forme une catégorie, appelfe Fais.
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(ii) Fais posséde des produits et des coproduits
démonstration : (i) immédiat
hes associées sont fortement

(iii) i1 suffit de montrer que les fl&c!
définitions du chapitre T.

réguligres. Ce qui découle du lemme 1.3 et des

4.2 Lemme : La catégorie Fais posséde des équaliseurs et des

co-gqualiseurs.

démonstration (i) Equaliseurs 3
Soient X, ¥ deux faisceaux et
b4 :ft ¥ avec £,8 fortement régulidres
£

- {x €X: £(x) = g{(x)}. Premons po

Soit ZI*
sous-ensemble E de 2% tel que 1a trace sur 2 du faisceau
: E- X commute

de X définit un fajsceau sur E et 1'injection i @
i.e. %o €F(E) ona
(i o Mmp) (o) = (limy » i) (o)

ur 2 le plus grand

avec les limites

alors l'injection e @ 7z -+ X est fortement réguligre et

£,g. Car gsoit W b X

[ R
"

z5%% § ¥ fournit un &qualiseur de
g
tel que f she=goh.Ona n() ¢ X.
Comme h est fortement réguligre h(4) est un sous-faisceau de X
et h(W) €2* = h{W) € Z en tant que gsous~faisceau.

D'oii une fliche unique i W~2 tq le diagramme

W ‘-‘» Z & X I commute

I

h

o 4

(ii) co@qualiseurs : Pans les mémes conditions soit

X A

LE2 Al

~ la relation d'&quivalence 12 plus grossidre sur Y
: Y Y/N = 7

Soit
z = Y/~. La projection e ¢

tq ¥a €X £(a) ~g(a). Posons

,g dans Ens. I1 suffit maintenant de munir Z

est un équaliseur de f
~ est réguliére :

du faisceau quotient caT
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o € B (x)
f/ \g
(£.0) € B(f(x)) (8.0 € B(g(x))

Par définition on aura (f o g) ~ (8 oc) {(cf. chap. 1.} prenant la
limite 1lim(f o o) = £(x)
lin(g o o) = g(x)

et f(x) ~ g(x) par définition de ~ .

On sait, d'aprds les travaux de Freyd [FRE] que les &qua-
liseurs et produits (resp. les coéqualiseurs et coproduits) suffisent
& calculer les limites (resp les colimites) dans les catégories.
Donc Fais est 3 la fois compléte et co—compléte ([MCL] pp 05 sqq.)

Mais la catégorie Fais est trop vaste pour des applications

pratiques. Nous définissons quelques catégories plus petites :

1. Foen: a pour objets les posets complets sous condition munis
de f.o.m. &lémentaires, et pour fliches les fonctions simples
(monotcnes croissantes) composées de fagon régulidre.

2. Ups : la sous catégorie pleine de Fais donne les objets sont des

posets munis du faisceau associé i la topologie de Scott.

3. Cont* : la sous-catégorie pleine de Ups dont les objets sont des

faisceau continus.

4. Alg* : la sous-catégorie pleine des faisceaux algébriques de Cont*

Les cat@gories Ups, Cont* et Alg sont isomorphes, respecti-
vement i DRI, DCont* et DAlg#*, qui.sont définies de la méme fagon

pour l'ordre inverse.

4.3 Théordme : Foen, Ups, Cont*, DAlg* sont fermées par produits
et coproduits. Elles possédent des &qualiseurs et des coéqualiseurs

Démonstration :

Méme démarche que pour Fais, en notant que le passage d'un
faisceau & son quotient, dans la démonstration de 1'existence des
cofqualiseurs, respecte chacune de ces catépories. Nous détailloms

1'argumentation pour Foen.
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¢ ordonné muni d'un faisceau <\, B>, une

Rappel * §i X es
~ sur X est régulidre ssi :

¥ 0. o, € (X 9 ~oy = 1(0‘) = Ao 2)

En se référant a 13 définition générale , je faisceau quotient

sur X/~ est donné par
M (ol M) Vo €F () I~
pr: [o] € 9% ([x]) = [o] = {7l

cep@, vl
en prenant le prolongement cano-

t-a-dire px () = B qxD~

(c'es
B et ~ aux parties).

nique de

ordre sur l'espace quotient b S
*x = U * donné

fei A = UL om peut induire cet ordre de M

ci~dessus.
soit [x] defini par ¥ € (x] » x~7
posons (w]=lvie U Qul, (93)° ivl
- [vUu] = [v]e(vUUNv)

un ordre partiel sur X/~ car @

La relation = est
[ule giju=u~u

< [v] et {vls vl

1A

- réflexive : [ul

- transitive : [u]

impliquent : ull v~V
v w~w

La régularité de ~ permet a'écrire successivement :

quLlw~vLIw~w

ull (vl_]w)'vuuw

t transitivit@ de ~, OB tire

d'od, par associativité de U e

slUw~wie. [0l = {w]
- antisymétrique @
[u]= [v] et
vpluw "V

(v} = [v]

fvis (ul =

et vijuw = u
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On sait qu'un fom est défini par

U
b SR T6'4)

Le fom guotient est donné par la fonction spectre :

s : [x]+ U s ([x])/~
Soit g € X rationnel o a € s{a) =

a ¢ Us([al) = a € Us ({a])/~= g% ([a])

= [a] est rationnel pour le fom guotient.

Donc si un fom est &lémentaire (ses spectres ne contiennent
que des rationmnels) alors son quotient est &lémentaire.

fin du rappel sur les faisceaux quotients.

I1 faut maintenant revenir aux coéqualiseurs dans Foen H

1'argument est le méme que pour Fais :

¥4 X + Y=Xx/~

0 44 m

ol ~ est défini par Va € Z £(g) ~ g(a)

On 2 vu que ~ est régulidre. Soit le préordre sur X
uSveulivay (alors 1'ordre < ci-dessus est induit par
le préordre £ en passant au quotient par la relation d'équivalence

uxv ®ul v et vE.u).

Soit S§¢X telque Im€XV¥a €S aiim~n
(i.e. ¥a €52 %o ou [a] = [a])
Comme par définition de ~

fu) mmUa ~ m=glu)

£ g
u
3 v¢eZ Vag$S fl{u)=atllnm
aSf(u) ¥a €5 =come X est complet sans condition,
a une borne supérieure pour £ dans X et cette borne passe par

ycar s St =8 St donc {s] = [t].

M w

Done Y = X/~ est complet sous condition. D'od on déduit que

Foen & des coéqualisseurs.

b
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Egonentiation de faisceaux et foncteurs.

Appelons p:av:‘.soiremnr. DCont 1le soua-catﬁgorie pleine de
gii;g dont les objets sont les f£aisceaux continus au sens de Scott
pour 1'ordre inverse, jnterpolables, contenant T. EE goit Interp
une catégorie qui a pour objets tous les faisceaux ordonnés globale-
ment interpolables € |Fais]. :

la ptoposi:ion 3.24 nous donne une fonction

£ : |Interp| x |2§2’g1 - ]Ml
(X, D - [x—»D]
gss que le faisceat continu de X D) est jnterpolable. L'inter=
pclabilité de £+ Dl est réalisée par exemple quand les spectres
de D sont des semilattices (cf. Prop- 3.16) .
Donc pour que § marche, il guffit de completerT 1a définition de
DCont en imposant auX spectres des objets 4d'étre des semilattices.

p'ob alors ume yraie fonction
G: llm.ergi x lDConr.l + | i)Cont\
On veut prolonger ceci en un foncteul, analogue 3 celui qu'en

a pour la catégorie yps des trellis complets munis des fonctions

scott-continues :[. + ,}: UPS x gps ~ UPS

—_—

avee [+ -1 D) = X~ 1]
et f:sl*szsg:Tl"'Tz
£~ gl ¢ [52-» Tll - [S‘ -»TZ]

n o ghf

soit £ 3 Sl-r S2 dans Interp

g 'Il-r 'I‘2 dans DCont

5, L
£ T L 8 a(f,8) ¢ G(55Ty) + 6(S)»Ty)
Sl . 'I2 h > ghf
Interp Decont
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1. I1 faut vérifier que ghf est dang G(Si, Tz). I1 suffie
pour cela de se placer dans les conditions de Prop 3.9 .

2. 11 faut vérifier que G(f,g) est un DCont-morphisge.

i h ¢ 6{5,:T)), H = spectre de h(h = {1 H
G(£,8) (PH)(u) = g@1R) £ (u) =
N {gGmw) @ v €8(f(u))} =
Mg {k(£(u)) : & €HD : v € a(f(u))} =

(tout DCont-morphisme est continu pour g topolegie de Scott inverse)
=M {sk £ (v) 2k €H} : v €8(f(u))} =
(les infs sont calculés point par point dans G(Sl.Tz))
= N4n fgre:y EHNW) : v € 8(£(u)}
= {AGE, (B (v) : v ¢ 8(f(u)) }
= (" G(f,g)(H) (u)

Donc  G(f,g) est bien un Dlont-morphisme (la décomposition le
long des noyaux ne fait pas probléme) .
d'eli on tire:

4.4, Proposition : Soit Foen la catégorie définie comme plus
haut, et DCont 1a sous-catégorie pleine de Fais dont les objets sont
les faisceaux ordonmnés X tels que

(i) X est muni d'un T

(ii) X est continu au sens de Scott pour 1'ordre inverse

(iii} Les spectres de X sont des semilattices

Alors

G = Foer x DCont —+ DCont
est un foncteur.

5i A€ !Intergf, B € [DDI, 1'espace [4 B] ordomns
extensionnellement peut gtre muni de la topologie de Scott pour

1'ordre inverse. Le faisceau associé & cette topologie en fait un
ocbjet de DDI. ce faisceau est fidele. D'op

b : |Interp| x {DDI| - [pp1]
A, B + [as 8]
(en fair ceci marche si A € [Fais b.
On veut prolonger h en un foncteur. On opére de la méme
manidre,
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£: Sl - S2 dans InteTrp
g '[1 -+ '12 dans DPDL
a(f,8) * H(SZ,T‘) *E(Sl.TZ)

he ghf

1y B est bien défini dés qu'on se restreint dans Ipterp aux
faisceaux ordonnées qui sont dans Foen {on prend alors la composi-

tion réguligre des fonctions simples).

2y I1 faut yérifier que H(f,g) est un Q_Ill_-mrpbisme. soit S
une chaine descendante dans B(SZ’T l) de limite h

a(e,e) () (w) = D ) =
(modulo 1la compositiou régulidre qui ne pose pas de probléme) =
g® SY(E) () = g(f {s(£(w)) * & esp = (g est un DDI—-morphi.sme)
Plgls{E@)) + 8 ¢ sy = (les infs sont calculés point par point
-+

dans TS, 1,] et les g s f sont dams s, -»'12]6 DpI)
- (Pigsf:s ¢ shH W= @ H(E,g) (5)) (u); dome H(g,f) est bien
un _@l-mcrphisme.

D'od la proposition

4.5, proposition *

Soit Foen 18 catégorie définie comme en 4.4, et DDI la gous-

catégorie pleine de Fais domt les objets sent des posets munis du

faisceau S pouf {'ordre inverse. Alors
H : Foen X pp1 -+ DDI
est un foncteur- 0
si X € {pCong| s, € X notons XL Y je fait que X 8PPTOT
xime y (i.e. x €s(y))-
4.6 Proposition soit X € Fais, Y € pbI avec T €Y, soit
Cxg~+¥l = {f ¢[x~ YD : f monotone croissante}
N e {<ee™>p: @ €x, e €Y.

Alors le faisceau §lémentaire 8uT [x ~ YO défini par

s £+ s(f) = @E) nN est plus fin que le faisceau de % -+l
considéré comme un objet de DDI (note[X = ‘I]lmn) .

—_—
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De plus si X € Interp, [X~ Y]DDI =X+ Mppy = EBX,D

Démonstration : immédiat par 4.5 et 3.14

4.7 Proposition. Scit X € Foen, Y € DCont et ¥e ¢3X,
e’ € N(Y) soit <e, e'>; Px €X +e' sie €s(x)

T sinon

N* = {<e,e'> % : e€cX e' €Y}

Alors le faisceau sur [X + Y] défini par

s% : f o gR(f) = {<e,e'>'{. i e'x £(e))

est plus fin que le faisceau de [X + Y ] considéré comme un objet de
DCont. De plus

o

{ G(X,Y)

>
>y DCont

Démonstration : le fait que & est un faiscean découle de
3.15 (8). 5i X *Y] est wuni de la topologie de Scott pour 3 et
P([X +Y]) de la topologie de Scott, alors s est topologique.
Le reste découle de 4.5 et 2.18 (ii). D

Ces deux faits assez faciles 2 &tablir &claireront 1'utilisation
que nous ferons plus lein des &chelons de Nolin en liaison avec la
signification intuitive des algorithmes F X Y de cet auteur.

II. Limites et colimites : la notion d'approximation dans les catégories

de faisceaux
Notre présentation utilise des outils empruntés 2 Manin 1977,
PP 96 sqq., {SCS} pp 206 sqq, [MCL], et Schubert 1972.

Soit U wun univers (de von Neumann, cf. Manin). On supposera
¥x € Fais |x| € u.

Une petite catégorie est une catégorie dont la classe des objets
et la classe des morphismes sont des &léments de U.

Soit C une catégorie arbitraire. Un diagramme dans C est simple-
ment un foncteur O : I >C ol I est une petite catégorie.

Soit X unme petite catégorie. On définit alors 1'emsemble (ou la
catégorie discréte) des diagrammes de X F(X) comme &tant

F(X) = {0 : I+ X | I est une petite catégorie et 0 un foncteur de
I dans X}
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Exemples de diagrammes @

(i) Soit w la petite catégorie
0—+1=+2+3 ...

D € Fais up faisceau et soit @ le diagramme
¥i o) =D, ofi) = [ ki-1) » o (i-1)]

On a alors le diagramme
i i i i
p=D, D Ao, Ao, 2o

od Di = o(i) ¥i € o.
(ii) Soit »°P ta catégorie duale de @:

O« b+ 2«3 «..n

on définit de méme un diagramme

3
40-]) }—D«—...

Dsno 1 2

Un diagramme orojectif m dans une catégorie X est un foncteur

o : T°P+ X dont le domaine est un poset dirigé 1 tel que

¥i €1 o(l) = 1,4y ©F isj<k=oglick)l= oli «3) o (i K.

Dualement un diagramme induccif(z) dans une catégorie X est un
foncteur o: I —+X tel que 1 est dirigé et ¥i €I cr($i) = ]c(i)'

$=j sw =oi »k) = o~ i) oG B

(On rappelle que dans un poset a —+b dénote aC B).

Exemple d'application : le “powerdomain"

Reprenons les notations du chapitre IEI § III-4. Si N est un
ensemble (fini), alors (}?)OP est dirigé et toute fonction régulidre
f:l\lm +D ol D est un ¢po définit un foncteur sur les catégories

®
associées °f :N°*+D tq

©

¥i €N o (1,) =1 =
£ri of(i)

ifj=k= Gf(i’*k)- crf(i—»j) of(j-vk)

e

puisque £ est momotone.

(1) ou inverse
lnverse

(2) ou direct
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Donc toute fonction régulidre £ €[ N D] définit un
diagramme projectif dans la catégorie assocides & D. Réciproque-
ment 5i 0 : N° + D est un diagramme projectif dans D, alors il
définit de maniére unique une fonction monotone g R:t(Nm)-v D
donc une fonction régulisre g : N ~D, (Noter que cette bijec-

tion n'utilise que partiellement le fait que D est un cpo). O

Si L est un objet d'une petite catégorie X, le foncteur
|L] : T +X est par définition le foncteur constant de valeur L

sur les objets, et lL sur les fl&ches.

Soit o € F(X) un diagramme sur X. Un cdne de sommet L

sur © est une transformation naturelle g : [L| +o:

I
|L]/ \" i.e.
X X
"

2
g
i L] ¢y =L L y o (i)
a l idL c {a)
i Ll Gy =1 y o (D)
&;

le diagramme commute, i.e.

tq
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D'une fagon plus explicite ceci signifie que pour chaque objet

i de I on aun X-morphisme g ¢ 1 =+ ofi) tel que pour toute

fléche a : i+ j le diagramme ci-dessus commute.

Un cone g : |L| + osur un diagramme o est appelé un cone
limite ssi pour tout cdne h : |H[ <+ g sur le méme diagramme ,
il existe un unique X-morphisme h* : H> L tel que gint| = h
ol |h*| H |H j+1L| est la transformation naturelle constante avec
|h#] (i) =h* : H~+ L pour tous cbjes i de I. C'est-2-dire

que pour tout i € I le diagramme

i commute

Le sommet L d'un cBne limite d'un diagramme O est appeld
1a limite de O, et noté lim 0. Les fl&ches g; ¢ lim o + o (i)

sont appelées fléches limites.

De la méme manidre on peut définir : un co~cBne de sommet L

sous un diagramme O est une transformation naturelle g :0- Il

g
i o(i) ~—————3s L (@) =1L
a l afa) id
i o(j) ———— 1L (j) =1L
B8:

1

tq le diagramme commute

o(i—2y 5G5)

83 \Lﬁj

On obtient de la méme manidre des colimites en renversant

les fléches.
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On a donc ici une notion de recomstruction des cbjets, de
méme qu'on avait une notion de reconstruction des points dans les
faisceaux du chapitre I. Cette notion est la fonetion (partielle)
qui associe i tout diagramme o0 de X sa limite (ou sa colimite)

dans X lorsqu'elle existe. On a donc deux fonctioms partielles

lim, colim : F(X) + X
qui sont en fait des foncteurs si X est complidte (ef [MCL] ,

pp 110, exercice 3).

Le "forcteur” lim : F(X) +~ X qui envoie les diagrammes sur

leurs limites posside la propri&té de Fubini forte (i.e. lim v s
i,j

existe si et seulement si lim(1§m wi.) existe et dans le cas oil

1'un existe on a 1'égalité) (cf. Schubert 1972, Proposition 7.6.2

pp 55).

Si on dualise ceci i.e. 8i on remplace les cBnes par les co-
cbnes, limites par colimites, on a encore la méme chose : la

propriété de Fubini forte vient de Schubert 1972, Proposition B.6.2

pp 67, par exemple, (i.e. les colimites commutent avec les colimites).

Notons qu'en général les limites ne coamutent pas avec les
colimites : ainsi dans les catégories qui sont des posets {avec
ac be a-+b estune fliche de la catégorie), les limites sont
des bornes inférieures et les colimites des bornes supérieures et
leur commutativité signifie une compléte distributivité trés forte
du poset (cf Birkhoff 1961, pp 146 sqq, [SCS] pp 59, et imfra)

On voit donc que 1l'analogie avec des notions présentées au

chapitre 1 est trés forte.
Notation : Si x et y sont des objets de quelque catégorie on
notera x = y le fait que ces objets sont isomorphes (on ne peut
pas les distinguer & 1l'intérieur de la catdgorie)

D'oii la définition @

Définition : Faisceau sagittal (ou large)

Soit X une petite catégorie. Un faisceau sagittal (ou large)

sur X est un couple <), B>tel que, si Ob{X) dénote les objets
de X,
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(i) A : F(X) +0b(X) est me fonction partielle,
» e { 1lim, colim }
(ii) B : Ob(X) + P(F(X))
(a) ¥x € Ob(X}) ¥o € f(x) x = M)
(b) propriété de Fubini : pour tout diagramme o : IxJ~+X
sur X, si ¥j o :Ix {j} =% x4 - X(gj) et si le diagramme
L B x, a pour limite vy, alors le diagramme ¢ a pour limite y.
Un faisceau sagittal sur une catégorie X &tant donné, on a

de 1a méme fagon une notion de fibre B (x) d'un objet x ¢ X, moyau

du faisceau, et de systéme approximant d'un objet de la catégorie.

Remarque | : i X est un ensemble, J un ensemble d'indices, si
on considére chaque ensemble comme uhé catégorie discréte, alors
toute famille o : J—+ X, i+ ol(j) = xj est un diagramme dans la
catégorie X. Comme la motion d'ensemble peut &tre vue comme la notion
de catégorie la plus pauvre, les familles sont donc des diagrammes
extrémement simples. On voit donc que les systémes approximants mani-
pulés ici (les diagragmes), sont des généralisations trés simples de
ceux que nous avions aux chapitres précédents (les familles). L'inté-
rit de cette généralisation pour nous est qu'elle montre (comme on
va le voir) ume ligne de force des modZles de sémantigue des langages
de programmation et du A-caleul : la notion de convergence dans ces

modéles et les formes variées sous lesquelles elle apparait.

Remarque 2 : La catégorie des faisceaux Fais posséde umne

structure de faisceau sagittal (trivialement) soit pour A= lim,

soit pour A= colim. {On mote la parenté avec les faisceaux ordonnés
oii on avait A= U ou A=M). La catégorie Fais constitue en
quelque sorte un faisceau sagittal universel, i.e. dans lequel on
peut “injecter' par un fonmcteur fidéle tous les faisceaux sagittaux

dont les objets sont des faisceaux.

Foncteurs réguliers. Définition :

Soit X (resp. Y) une petite catégorie munie d'un faisceau
sagittal <\ ,B> (resp.<} ', B'>). Un foncteur F : X Y est

régulier en x €|X| ssi

¥o €p(x) Fx) = N (F(a))
(oli le signe = dénote un isomorphisme)
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Un foncteur ¥ : X+ Y est régulier ssi il est régulier pour
tout objet x € X, n

Un foncteur F : X + Y régulier est donc un foncteur qui
préserve toutes les limites au sens du faisceau sagittal de X.

Exemples :

(i) (cf£.[MCL), pp K12, théorgme 1). Si Ser est la catégorie dont
les objets sont les petits ensembles, et les fliches toutes les fonc-
tions entre eux, C une petite catégorie, tout hom-foncteur

€(a,,) t C ~+ Set preserve toutes les limites

(ii) ([SCS] pp 219, théordme 3.19) Soit INF+ la catégorie dont les
objets sont les treillis complets et les fliches toutes les fonctions
préservant les bornes sup. des parties dirigées et toutes les bornes
inférieures, munie du faisceau sagittal <lim, B> dont les systémes
approximants sont les diagrammes projectifs. Alors le foncteur
"espace des fonctions"

Funce : INF4 - INF4

qui envoie chaque objet D sur {D + D] est régulier.

(iii) Les foncteurs pro—continus de [SCS] pp 224, ne sont rien
d'autre que des foncteurs régulier entre deux catégories pro~complétes

(= ol tout diagramme projectif a une limite). 0

Les faisceaux sagittaux et les foncteurs réguliers ont &té
utilisés par Hofmann {HOF] et Smyth et Plotkin [PLS] pour calculer
les points fixes de certaines classes de foncteurs et leurs approxi-

mations comme limites ou colimites.

En ce qui concerne leur articulation avec les autres faisceaux,
on peut reprendre ici la méme démarche qu'au Chapitre I pour les
fonctions régulidres et s'apercevoir qu'elle s'applique sans grand
changement. (Ce fait a &t& not# par Smyth et Plotkin pour les colimites
dans les W-catégories).

Ainsi :

4.8 Lemme : Soient X,Y deux faisceaux sagittaux. Alors

(i) le foncteur identité est régulier

(ii) Tout foncteur constant est régulier
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diagramme de foncteurs réguliers em

(iii) si {?i . i € I} estun
lim Fi(x) et Vo €B(x) 1im(limF, )
. 4] i ¢

x €X et tels que les limites

existent dans Y, alors le wgonctéur partiel”

G: yo+ lim Fi(y)
i
est régulier en X. n

Démonstration 3 gnalogue 3 1.2 mais avec des diagrammes plus compliqués.

régularité des foncteurs projections. Soient X,Y

roduit. Alers les deux fone-
sont réguliers.

4,9, Lemme :
eaux sagittaux et XxY leurp

deux fais
s ExY +X et Pzzxx‘f-»‘z

teurs projection P,
Sojent X,Y,Z des faisceaux sagittaux. Alers un

foncteur F : X x ¥ 7 est régulier sur X x Y ssiil est régulier
n]

"yariables".

4.10, Lemme =

pour chacune de ses

etc...

nsidérant les ensembles partiellement

hom(a,b) = {a+ b}
our les

On peut relever que en Co
X comme des catégories C par ob{c) = X,
fait aux chapitres précedents P
adre des faisceaux sagit-

ordonnés
si aE b, tout ce qui a &té
e repris dans le ©

£aisceaux ordonnés peut &tr
décrire la déclaration de type dans

ier pour

taux. On peut en particul
. chap III § IV)

un en—-téte de procédure (cf
type b procédure g(x) type & X
début
etc
fin
r de Nolin

définir & la place de 1'échelon de Nolin <a,b> un foncteu

Fab

F : X+ X F: XxX=+X

a,b
’ (@)~ Fy
s types (i.e.

t covariant sur b. Le cumul de
nant des limites

contravariant sur 2 e

leur intersection au Sens de Nolin) étant obtenu en pre

(au sens des catégories) d'objets F_ -
L]




Nota : Dans la suite nous ne considérerons que des petites catégories.

1II. La méthode de Scott de calcul des limites

4,11 Proposition [SCS] : Soient X,Y des posets domt toute
partie majorée posséde une borne supérieure, et possédant 1. Alors
¥f : X+ %

(i) £ est continue pour la topologie inférieure et est un morphisme

de semilattice « f préserve les bornes inférieures.

(ii) f est continue au sens de Lawson et est un morphisme de semi-
treillis « f preserve les bornes inférieures et est continue au
sens de Scott. 0

Noter que la Lawson-continuité ne suffit pas en général i
impliquer le membre droit de (ii).

Nous allons @'abord traduire pour les cpo's des propriétés
établies dans [SCS] pour les treillis complets.

Nous définisscns trois catégories dont les objets sont les cpo'
complets sous conditions (= toute partie majorée a une borme sup), et
les fléches :

pour LWS = les morphismes de semilattice comtiaus au sens de Lawson.

pour CPO = les fonctions continues au sens de Scott.

pour SUlo = les fonctions f préservent des sup. arbitraires (donc
Scott-continues) et tq ¥ ¢ ouvert dans Dom(f) +£(u)
est ouvert dans Im{f).

g
On rappelle que dans une connection de G alois S E T entre

posets, g est l'adjointe supérieure et d 1'adjointe inférieure ;

g préserve tous les infs et d préserve tous les sups. L'une quelcon=
que de ces deux fonctions détermine 1'autre de fagon unique, d'oil les
deux foncteurs adjoints :

1 grg=4d

vid+d= e

4.12 Proposition : Les catégories LWS et SUPP® sont duales

-

sous les foncteurs adjoints V et =,

dém : {SCS] pp 180 et théordme 110 pp 182.

s
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4.13 Propositiom 3 Soit D : J°P 4 LWS un systime projec~
tif dans LWS, 8: ¢ 1im D -+ D(j) son cBne limite. Alors le cne
colimite 35 : D(j) +1lim D est déterminé pour tous i,j €J par
les formules :

-

(i) g5 B; © sup { 853 By : i,j< k dams J}
(ii) sup By 83 7 Yim D

(il Si de plus... D(D)_BiiyD(3)
d.\ /d.
1 J

s

est un cdne dans CPO sous le systéme direct ,ﬁ. alors il existe
une unique fomction d : 1im D + S dans CPO telle que ¢; = d‘éi
pour tout i ¢ J, qui est donnée par la formule

d: -+ d tjed
x -+ sup{ jgj(ﬁi) ] } u]

démonstration 3 retranscription de celle de [SCS]1 pP 209~
212 pour les treiilis complets, en considérent que toutes les

familles considérées sont monotones donc convergent dans des cpo's.

4.14 Proposition : Seit D : J°P 4 LWS un systéme inverse
dans LWS. Soit g, ¢+ L™ D(j) un cBne suxr D. Alors les assertions

suivantes sont gquivalentes :
(i) Bj : L -+ D(j} est un cBne limite dans LWS
(ii) ﬁ}. : D{j)+ L estun céne colimite dans CPO
démonstration i découle de 4.12 et 4.13. cf. aussi [SCS) ju]
pp 213,

La méthode de Scott pour construire des modéles du h-calcul

peut alors stre énoncé de la fagon suivante

4.15 Proposition : Soit X un cpo muni du faisceau associé

a la topologie de Scott, et le diagramme

o in
X ¥ X < X ... X - vee
o . | - 2 . n .

AP 31 g LY

o Xo b X,Xnﬂ - [Xn-v an au sens des cpos
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i) = At.x
Joly) = yW)
Ipe ) =3y 0Y

o
1n+](x) =i ox o]
Alors la limite projective b

L 1? xn - {(xn)n ex’ ™ = Jn+l(xn+l) }

est telle que X, = (X, + X, ] daas la catégorie des Cpos,

avec pour fliches 1es fonctions continues au sems de Scott. u]

Démonstration 3
(i) Ssi x €X, définir ¥y € X, x(3) = U xnﬂ(yn)'
n
Alors v - X(y) est clairement régulidre 3 cause de la régularité
des X ,» de ¥y =¥, et du lemme 1.2, Donc om peut injecter

X, dans [Xmaxw] .

(ii) Réciproquement si f€[X, ~ . | définir [£1€ X,  par
(£l = l;' Oy €X . (E(M)y), et ) (x) = l: £ (9"

LCif). %), = ii « li(ly € xm-(f(y})m) x )= {Fubini)

n

U Oy € xn.(f(y))m.xu)11 = UGy € Xn-(f(y))n-xn) =1 (f(xn))n -
n,m n n

{Fubini) PU (£ (yp))q=tpl f(yp) = £(x).

’q
d'od la proposition. (la bijection est régulidre). u]
>
= Eny
3

On peut voir dans 1'énoncé précédent que K est

1
une connection de Galois avec in = jn' On peut dohc appliquer

1a proposition 4,14,

L'&noncé précédent peut aussi s'exprimer dams le cadre des
catégories de la manidre suivante : goit CPO la sous-catégorie
pleine de Ups dont les objets sont des Cpo- Alors CPO posséde des
produits et des égqualiseurs, donc est compléte. De plus le foncteul
d'oubli

CPO + Set
qui oublie la structuze algébrique des objets préserve et crée des
produits et équaliseurs, done les limites {(cf [MCL]) .Donc X, est

(une) limite projective dans CPO.

défi
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Dans la suite on appellera diagramme de Scott le diagramme

défini en 4.14. X, sera la racine de ce diagramme. n)

Avant d'appliquer ceci 3 nos faisceaux, nous voulons enregistrer
un fait important qui nous indique dans certains cas, que 1'information
interne des faisceaux {ou si 1'on préfére leur processus d'approxima-
tion interne} circule bien au miveau du faisceau sagittal. C'est une

propriété du diagramme de Scott.

Lemme de circulation :
4,16 Lemme 3 Soit X wun fom oli L € X et supposons gue

= [xn - Xn] est muni du faisceau de 1a convergence simple.

¥n xnﬂ

Considérons le diagramme de Scott défini au moyen de la suite Kn.
(On supposera que fog = o(g,f) pour les fonctions). Alors pour toul
(xn)n€IN€ lim xn ¥n €N, on a
. < o :
(1) a <% ln(a) < ln(xn)
i.e. 1n(s(xu)) c s(i (x ) ¢ s(x )
(i) b<x g 7 j e < LY
i.e. Jn(S(xn“)) < S(Jn(xnﬂ))
(iii) s(xn) - ]n(S(In+1)) et 1n(s(xn)) = s{ln(xn))
Démonstration @ Ceci peut se montrer par induction
(1) a <x, = ln(x) < 1n(xn)
a=0 a<x, = 1°(x) = )t.a < At.X = io(xo)
(faisceau de la convergence simple)
Soit vrai pour @ ; montrons le pour a+t

a<x i
n+l n+1

(a) = i 08 Ojg+
1n+l(xn+l) e 9%34+1%n
. . 1ai
aoj <Xy o, (faisceau fidéle) d'ol

ioa < i j. ® ili ' & 'i ion.
2 od, < i, ° %q4y oj, ea utilisant 1'hypothese d inductio

(1) b<x = 3, < F I CIEY)

n=0: b<x = jo(b) =bp(L) < jo(xl) - xl(L) (fidelité)
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goit vrai pour n :

b<x =i )< )

? méme chose pour mn + 1 ;
?

b<x ,, = jnﬂ(h) < i (xu+2)

n+l

jn+](b) - jnob o i

Jn*l(xn-*z) "la % %2 %3y

b < L) =%t € xn” b(t) < xn+2(t)

i t= i“(s) alors

¥s €X b(i (s} < x (i (s))

m m
Xae1 Tae)

on descend tout par jn en vertu de 1'"hypoth&se d'induction :
¥s €X (§ oboidls) < (i ox 501)(s)
LI 3 : s 2 r s
d'oll iye b o i <ijox,,01i puisque le faisceau est de la

convergence simple.

i.e. Jn+l(b)< jnﬂ(xn*Z) =X d'oii (ii)
(iii) et (iv) se déduisent de (i) et (ii)

Remarque : Doubles conmections de Galois

On peut noter ici qu'un diagramme de Scott Etant donné,

1'application jo i X X est de la forme 6:[S-+T]~> T,

&(f) = £(1) - Comme
& o= . = (L)) = .
(J fJ) (UEJ) €8] LI(fJ(J.)) LIcS(fJ)

1a fonction 5 conserve des sup. arbitraires = & est 1'adjointe

inférieure d'une connection de Galois dont 1'adjointe suprieure

est
v(t) =max 6 '(4t) = omaxif : £Q) Ct}
c'est-d-dire
vi(t) {s) = T si s¢¥ 1
t sinon (i.e. s = : i.e. 8 E 1)

i y(t).=< 1, t >
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L'adjointe supérieure de jo (dans le cas d'un poset avec '
T et 1) est donc 1'application t=#<l, t>g qui envoie tout

glément t € K, SUT 1'gchelon de Nolin <1, t>q

Plus généralement \‘n jnﬂ conserve des sups arbitraires
et a pour adjointe supérieure, si X = est un treillis complet

-\rn“(r.) -mang : jno fo ant}.

Nous appellerons ceci des doubles connections de Galois. u}

4.17. Théoréme & Soit D un cpo tel que deux &léments quelcon—
ques majorés possédent une borne supérieure, et tel qu'il est muni
d'une structure de faiscean continu. Alors le diagramme de Scott
de racine D a une limite projective D qui posséde une structure

de faisceau continu et de cpo complet sous condition. De plus
D, = Do = Dl

pémonstration (en utilisant uniquement des potions de théorie
des faisceaux).

Noter que dans un Cpe deux &léments majorés quelconques ont une
borne supérieure ssi il est complet sous copdit_ion 3 cause de la con~
vergence des parties dirigées.

Nous savons que si D et D' sont des faisceaux continus inter—
polables, & € p' alors (B~ p'] posséde une stTucture de faisceau
continu par proposition 3.22. Nous voulons faire marcher ceci a des
piveaux de fonctionnalité supérieurs, i.e. avoir une propriété d'inter-—
polabilité sur p-2'1 . Ceci peut &tre fait en utilisant Proposition
2.15 qui indique que tout faisceau continu sur un semi-treillis complet
est interpolable. Maintemant si D, D' sont des epo's complets sous—
condition, alors (D - p'] est un cpo complet sous condition. Les
cpo's complets sous condition forment une sous-classe des semi~treillis
complets. Domc si D,D' sont des cpo's, complets sous condition, fais-
ceaux continus, L ¢p', alors [D +D'] vérifie les mémes hypothéses et
contient 1.

D, est-il complet sous condition ? Oui car ¥n € N

jn(a uwd. jn(a) U jn(b) puisque

jo(an) = {(aubl) =a WLbQ) = § @ U3, m
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jnﬂ(an)-;}no(sUb)oin-jno(_aoinutuoi“)-
jnoaoi_n anoboin-jﬁi(a) Lljn”(b)

(ceci peut sussi s'exprimer en disant que jn est 1'adjointe inférieure
d'une connection de Galois, comme nous 1'avous noté plus haut, done

préserve les bornes supérieures).

Donc D, est un cpo complet sous condition qui posside une

structure de faisceau contimu déduite de celle de 11 Di (lemme 4.16)
i=0

Maintenant puisque toute fonction régulidre sur un faisceau

continu, semi-treillis complet, est continue, on se ramgne & 4.15. O

Ce résultat généralise la comstruction de Scott sur les treillis
continus. ‘Il est mentionné sans démonstration par H. Egli {EGL].

11 reste que le théor&me précédent peut sembler peu satisfaisant
du point de vue de la théorie de la programmation. La raison en est
que tout #lément de D, est en méme temps une fonction de D,
dans Do, et l'origine en est la nature purement combinatoire du

h-calcul de Church. Cette propriété n'est évidemment pas vraie dans
les programmes ol 1l'on utilise des objets plus primitifs que les
autres, qui sont les données : nombres, valeurs de vérit&, etc... et
ces éléments n'ont pas la méme “puissance fonctionnelle" que les
&léments de D« , capables d'"ingérer" n'importe quel é€lément pour
fournir une valeur. Un modéle contenant de tels "atomes", E , &
&té construit par C.P. Wadsworth [WAD ], mais ce modéle est trop
petit lorsque ie langage de programmation contient aussi des décla-
rations de types, comme dans 1'exemple pseudo-Algol suivant dont
nous avons déja discutd dans les Prolégoménes.

Booléen x §

y:=0

i x alors y ¢ = fact(y) sinon y: = y* 3 fsi

Tout programmeur &crivant un compilateur conversationnel
pour un tel langage doit traiter les déclarations (comme booléen x)
comme de simples affectatioms, donc considérer des ensembles (tels
{vrai, faux}) comme des domnées, ou en d'autres termes considérer
les types de données comme des objets (donc des objets de 1'espace

qui donne la signification de ses programmes el données), Nous avons
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indiqué dans les Prolégoménes les contributions de Nolin et Shamir
et Wadge dans ce sens (cf aussi Weyhrauch [WEY] sur le systéme FOL,
et Donahue [DON] axé sur 1'implémentation d'un langage avec types:
Russell).

Comme les algorithmes de Nolin et les fonctions "tight" de
Shamir et Wadge sont simplement des fonctions régulifres sur quelgue
faisceau (cf chap. I), mous voulons maintenant considérer ce probléme
dans le cadre gdnéral que nous avons esquissé. Notre but est de
construire ce qu'on pourrait appeler un modéle avec types, qui généra-
lise le modéle avec atomes de Wadswerth.

Avant d'entrer dans les détails techniques de notre construction,

inspirée de celle de Nolin (cf. Prolég.) , nous en donnons une idée

générale approximative, informatique et mathématique :
1) la base de notre construction sera la thése 1 {cf. Proleg.27)

2) la notion de bifaisceau : mous voulons manipuler simultanément

deux notions d’'approximation

(i) d'une part celle associée 3 la vérification des types de bases
(cf. Prolégoménes) et gqui reconstruit, en partani d'objets rationnels
(ou "atomiques" chez Nolin) tous les autres par borne supérieure.
(ii) d'autre part celle induite par la thése 2 (pp 28): aux niveaux
fonctionnels supérieurs, les fomctioms sont approximées comme inter—
sections de types, donc pour nous d'échelons de Nolin.

D'ol la notion de bifaisceau.

3) Le (bi-) fomcteur Nolrat : La thése 2 implique d'emblée une

structure de faisceau particulidre sur 1l'espace des premigres fonctions,

exprimée en termes de programmation par @
"les déclarations de types dams un en-téte de proc@dure donnent

une premire approximation de la fonction calculée par cette procédure'.

La méme chose exprimés de fagon mathématique fournit un foncteur
Nolrat
Nolrat : (X,Y)+ Nolrat(X,Y) = [X+71]

oi X est un faisceau ordonné &lémentaire normalisé dont la fonctiom
spectre définit un fom, ¥ un bifaisceau possédant T ("tout” au

sens de Nolin), dont le faisceau supérieur est algdhrique.




4. Le schéma d'approximation de Wadsworth

Si D= Do est le bifaisceau fourni au départ, nous considé-
tons le schéma de suite suivant ( Wadsworth 1972) :

4, =D
A =D+ [A +A]
ALa=D+[A L >4 ] Va€N

Pour construire la limite de ces An' nous injectons chaque An
dans An+l en envoyant la partie D de An dans la partie D
de An”, et la partie fonctionnelle de Au dans la partie fonc-

tionnelle de Anﬂ (ce qui revient & r@soudre par approximations
successives 1'&quation de Nolin A = AB + AF"

5. Nous examinons la limite de ce schéma d'approximation dans la
catégorie des ensembles (dénotée Set). Nous munissoms cette
limite d'une structure de "faisceau" qui correspond aux besoins
de 1'informatique et examinons ses propriétés. Nous obtenons une
bijection

A,«+D+[A + A]

6. Tout ce qui préc@de nous améne & préciser la catégorie dans
laquelle se trouvent nos objects, et & réexaminer la limite du
schéma de 4. (qui devient alors un diagramme au sens oli nous
1'avons défini plus haut) dans cette nouvelle catégorie. |
Nous voulons maintenant mous attaquer & la conmstruction de
ce domaine avec types : A, . Mais auparavant nous avons besoin
de préciser et développer certains résultats ayant trait a 1'expo-
nentiation des faisceaux et i leur somme. L'aspect purement
"sagittal” est insuffisant 8i nous voulons des espaces suffisamment

riches.

4.18 Lemme (3.14 bis) : Soit D' wun fom contenant 1,
D= DQ + DI un coproduit de deux fom interpolables Do et D|
tels que V(D) = L, ¥(D) =L, WD) = . Alors pour toute

fonction £ : D-D', ona :
f= fo 1y f‘ avec

fo= Ullese') ey e < f(e), e€ D}
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E! = iJ{[e,e']* min () re'< f(e), ec¢ Dl}

e, B e' si z =<e
fere Fainee) F 27 s
1 simon

en motant 2z < e le fait que e approxime z (par le "haut") . 0

Démonstration

na f = f']D par le méme raisonnement qu'en 3.14.
o

D'autre part (Di) =et x € 1J1 = x =1 s(x) donc
fx) = Uf(s(x)) = U{f(u) : uzx}
Wotez que X Ty = 8(y) ¢ s(x) car y=Ns(y) 2 Nsx) = f(yy £ £(x)
par monotonie
Cn a pour x € Dl
ft(x) =] {[e.e']*min(f)(x) s e'< fle)}
i {e' : 3e x=e e <f(e)} ymin(f)
(puisque x e = xte e' < £(e) € f(x)- = e' « £({x) par monotonie

des spectres)
= Ufe' : e' < £(e)} U min(f) = £(x)

D =i, .
onc fl inl A

Donc f = fo &L fl j.e. £ est obtenue par reccllement de fo
et fl. On note [D+D'] = (D, +D'] * [D; + D] o

Identifications canoniques :

Si Do, Dl' D' sont comme dans le lemme précédent, il y a une
fagon canonique d'identifier [Do-v D'] et [D D'] & des parties
de {{D, + D) » D']1: ' ' )

i1 suffit d'en faire des échelons généralisées:

Vi ¢ [D°-> D']

40, £4 : x - £x)
1 sinon

£+ J;Do, £3 od

si xeDo

méme chose pour [l)l - D'}.
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Avec ces identifications, le lemme précédent s'Ecrit maintenant :

u;
f= fou f1
Ceci permet d’exprimet{(bo + Dl) +D'] en fonction de [D ™ D']
et [D] -+ D']-

4.19 Remarque : Si X, A, B sont des ensembles f : X+ A+ B

détermine deux fonctions

By ® fl{xEX:f(x) €Ay’ I+ 4

g3~ fliyex:tm €y’ ¥°F

$i X,A,B sont des faisceaux et f réguliére alors 8, et

&g sont réguliéres car

¥ e X f(x) EA=V¥o€Bx)fogqa €F(A) du fait que lim,,, =
limA iy lj.m!3 par définition du coproduit (chap. I). Donc on peut
injecter [X + A+B} dans [X ~al xIX +B] et tout faisceau sur
[X +~A)] x [Xx - B] détermine un faisceau sur [x— a+ B), qui fait
de [X +A+B)] un sous-faisceau de [X »alx [Xx~+ Bl G

La Notion de bifaisceau et le foncteur Nolrat

Pour mettre en ceuvre notre construction nous avons besoin

d'une notion de bifaisceau.

Définition : La catégorie BF des bifaisceaux.

Un objet de la catégorie 3BF des bifaisceaux est un ensemble
partiellement ordomné X € u possédant T muni d'une double structure
de faisceau :

(i) une structure de faisceau inférieur <\, B> avec » =ll o Im

telle que X muni de <\, P> est un objet de Interp

(ii) une structure de faisceau supérieur <\], _Bl> avet
}\I = o Im, telle que X muni de <7\l, Bl> est un objet de D Cont

Un morphisme £ : X+ Y de la catégorie BFc est ume fonction
régulidre du faisceau inférieur de X dans le faisceau inférieur de
Y. (Les problimes de composition sont passés sbus silence).

Remarque : On présente ici les bifaisceaux comme des objets
ayant une double structure de faisceau. Si on met de cOté les

morphismes, cette présentation n'empéche pas de les voir comme de
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vrais faisceaux : il suffit de mélanger les deux fibres de chague
point. Ceci permet d'écrendre d'emblée les notions de produit et

coproduits aux faisceaux et bifaisceaux.
On définit le fomcteur d'oubli T suivant

‘T : BF -+ Interp
comme étant le foncteur oubliant la structure de faisceau supérieur

des bifaisceaux. On notera si X € BF (D) = Dinf =D

De la mfme maniére on peut examiner comment utiliser les &chelons
de Nolin pour construire un foncteur : Soit D wun bifaisceau,

' . .
A= [Dinf -)Dinf] 1'espace des fonctions régulidres de D dans B

pour le faisceau inférieut“). Nous voulons faire de 4 wun objet
de D Cont. Supposons T €D; f € A=f = N {<ﬁ=.,e'>.r s e'2 £(e)}) = Ns(H)

s E) =D {<ee’>: e 2 () }
1 1

Renversant 1'ordre :
sl £) = U i< ee'>: e B (UE)(e) }
i i

en gardant les mémes notations pour les échelons.
Si e €D est rationnel (U fi) (e} = U (fi(e)) d'aprés 3.2
dés que D; . estun foe mormalié doat la finetion spectre définit

un fom. Alors s fi) = {j{<e,e’'> 1 e"C Y fi(e)}
i i

On veut s : - P(8) Scott-continue i.e. e' C I fi(e)e 34 e'l_i_fi(e)

"yt

diés que fi. est dirigée, ce qui est impliqué pir e' est compact

au sens de Scott".

Donc si e rationnel et e' compact au sens de Scott, t'i

dirigée
s(UE) = tl<e,e'> : "2 £ (e)} = (e rationnel)
' Li<e,e'> s e' & U L(fi(e)) = (e' compact)
Ui<e,e'> : 3 e'lE f(e)} =

= LC Lice,e'> : e' E £, (e} ) = U s(£y)
1 1

(1) 1l s'agit donc des BF-morphismes.



= g Scott-continue en f = || fi = il existe une structuve de fom

qui fait de {Dinf -+ Dinf] un 3bjet de DCont (chap II).
I1 reste deux points 3 préciser:

(i) Dans une décomposition en &chelons de Nolin, on peut se restreindre
aux <e,e's ol e est ratiomnel (Prop. 3.28), si la fonction régulidre

est monotone croissante.

(ii) Une image d'un point e, f£(e), étant domnée, on peut la reconstruire
comme borne d'éléments compacts si le faisceau supérieur du bifaisceau
d'arrivée est algébrique (chap. II)
D'oli on tire @
Si Foe est une catégorie dont les objets sont des foe normali-
sés dont la fonction spectre définit un fom
BFt la sous—catégorie pleine de BF dont les objets ont pour faisceau
inférieur une structure de Foe, et faisceau supérieur un faisceau
algébrique, et sont munis d'un T ,

alors la discussion qui precede fournit une fonction

n: [BEt|=x |BF_t| hd IDContl
ou mieux :
f+ |Foe| x |sFe| + |palg]
GLy) + [x -l

Remarque : Un point essentiel de cette discussicn est que le
deuxidme argument de 1 est dans BFt et n'est confiné ni dans
DAlg ni dans Foe : on doit utiliser en effet deux fonctions limites :
la limite du faisceau supérieur pour reconstruire 1'espace et la limite
du faisceau inférieur pour calculer sur les fonctioms f : X~ Y

Nous voulons maintenant &tendre N en un foncteur

N : Foe x BFt » DAlg

comme nous 1'avons fait pour G et H. Ceci se fait sans difficulté
suivant la m@me démarche. Le seul probléme est de composer les morphismes
de Foe : nous prenoms pour morphismes les fonctions régulidres simples

munies de la composition réguliére. On retrouve donc la catégorie Foen.

D'ol on tire :
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4.20 Proposition
Soit BFt la sous-catégorie pleine de BF dont les objets ont

pour faisceau inférieur ume structure de Foen, et faisceau supérieur
un faisceau algébrique, et sont munis d'un T.
Alors
N : Foen x BFt » DAlg

est un fomcteur.

Notation : Nous noterons Nolrat le foncteur N(pour "faisceau

associé aux échelons de Nolin rationnels™).

4.21 Théoréme : La catégorie BFt est fermée par produit et
coproduit. Elle posséde des &qualiseurs mais généralement pas de
coéqualiseurs.

Démonstration : On applique le théorZme 4.3 pour Foen et on

procéde comme pour Fais.

péfinition : Classe des bifaisceaux commodes.

La classe € des bifaisceaux commodes est constitude par les

bifaisceaux X BF tq que

(i) le faisceau supérieur est dans DAlg
(ii) le faisceau inférieur est dans Foen
(£ii) T € XE.

11 s'agit donc de la classe des objets de la catécorie BFt

On n'impose aucune relation entre le faisceau supérieur et le

faisceau inférieur.

Définition fonctions d'oubli et d'injection.

 Om définit les fonctions suivantes
(i) Inj : |DpAlg| -+ C qui rajoute 3 chaque objet de DAlg un

faisceau inférieur trivial (toujours dans Foen) (x + {x})
(ii) Sup : C "|D_A1£| qui oublie le faisceau inférieur des bifaisceaux.
(iii) Inf : C »IM qui oublie le faisceau supérieur des bifaisceaux.

Si X,Y sont des objets de quelque catégorie A, notons homA(X,Y)
1'espace des A-morphismes de X dans Y.

Si X, Y€ C sont des bifaisceaux commodes posons



[.+.] &0 = {£:% > Y| £ est régulidre pour chacun des
faisceaux de X} =
hanAl {Sup(X), Sup{¥Y))N homl_.oen(lnf(x), Inf(X), Inf(Y))

Alors on peut &noncer.

4,22 Théordme. [ . + .] (X,¥) peut &tre muni d'une structure

de bifaisceau commode

Démonstration
(Y[ . + -} (XY) peut &tre considéré comme un objet de DAlg :

En effet si X¢ DAlg, Y€ DAlg, alors homE‘H-.E(X'Y) est
dans DAlg au moyen du foncteur G, et pour cela on utilise les
&chelons de Scott. Maintenant si on restreint homw(x,‘l) aux
Foen-morphismes, il comvient de vérifier qu'il reste assez d'échelons
de Scott pour qu'on puisse appliquer la méme procédure. En fait
nous allons vérifier que tous les Echelons de Scott de DAlg sont des
Foen-morphismes, et si on perd des fonctions en passant de
homDAlg(Sup(X), Sup(¥)}) &[.—+.](X,Y) ce ne sont pas eux. Car :
(a)les &chelons de Scott sont des Foen—morphismes (pour 1'ordre

inverse). Cela est peut-&tre plus facile & voir si on renverse
tous les ordres. si e'# 1L, ona

[e,e'] L (Mo =e' 8si e <o

(oli << dénote la way-below) ssi ¥s €oe<<s (les spectres de
la way-below sont des sections commengantes).ssi
¥8 €0 [e,ef] 4 (s) =e' ssi
MNie,e'] L ©) = e’

et ceci pour tout systéme approximant du faisceau de Foen

(b)1la reconstruction des fonctions réguliéres au moyen des &chelons

de Scott marche (point par point)

(c)donc on peut appliquer la méme technique qu'en 3.24 pour
[.-».1&n

ST 2o o)
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p'ol une structure de faisceau algébrique (€ DAlp) sur
{.+.](X,¥), d'ol une structure inj ([.~.] (Z,INeEC. 0

Notation : Dans la suite on notera [.+ .} cette application
de CxC dans C:
Ly~>[.+ . &0
Dans le méme ordre d'idSes on peut remarquer que :
4.23 Lemme : Soit K un bifaisceau tel que le faisceau

supérieur de X est dans DAlg et le faisceau inférieur dans Foen.

Alors si on définit Ve, e’ € X

< g,e'> T est un &chelon de Nolin algébrique = e est compact

pour le faisceau dans DaAlg,
chaque &chelon de Nolin algébrique est un échelon de Scott pour 1'ordre

jnverse sur le faisceau supérieur de X. n}

Démonstration :
<e, e'>,r(x) =e' 8i xEe

T sinon

Pour 1'ordre habituel, sur un fom,

{e,e‘]L (x) = e' si e<x
L sinon
ofi e £x dénote 'e estun approximant de Xx par le bas".

Renversant les ordres :

le,e"] ,’If(x) « o' sie approxime x par le haut
T sinon
Si on prend e compact pour le faisceau dans DAlg, on a
xCe = e approxime X par le haut, d'ol 1'identité eatre <e,e'> T
et [e,e'l] n]
Les &chelons de Nolin sont toujours réguliers pour le faisceau
inférieur (cf. chap. III) ; g'ils sont algébriques alors ils sont

réguliers aussi pour le faisceau supérieur.

Si on se place dans C, ceci nous améne 2 le préciser de la
fagon suivante.

A, =DEC

A] =D 4 Ao -*Aol




oti [A°-> AO] = Inj (hnnroen(Inf(D), Inf(D}), Nolrat)

oli le faisceau injecté dans ¢ est fourni par le foncteur Rolrat.

Puis par récurrence

A1'1*-2 =D+ [Auﬂ - An*l} b+ A11-»1 od An+l - [Anﬂ*Anﬂ] -
[D+a_-+D+ 8 _l=

n n

[n-»nd»an] x[An+D+An] =
(D +D] * [P+ D x Qa,+D] *[a + 4]

On prend toujours
{p =D} = Inj(hom,  (Inf(D), Inf(d)), Nolrat)
[D-83 = M@ 8)= [.>.] D &)

muni du faisceau fourni par théorgme 4.22
[An +D} = M(An, D) méme chose qu'au cas précédent

[An-vbn] =[] (An, An) =

- Inj(homDAlg( by» An). G ).

Ce que nous pouvons résumer ainsi

A =D
o

Al =D + Inj (homFoen(Inf(D), Inf(D}), Nolrat)

- *
An*2 D+H (Anﬂ' An+l) Vo &N
avec
* =
M* A A

{ (Inj (homroentlni (D), Inf(D)), Nolrat) x M (D, 4A n)) x

(s, D) * Inj ([ =] Ggy 8, 61

Il reste 3 montrer que tous ces objets sont dans C. Cn se
donne aussi

¥n i A“" An+1' ip An*l -+ An
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:i° (x) = x

rat. : L ® 'f si x fD .
anIOJn si xe{An-:-An] ‘An

Jpey =y si ¥y €D

Jnﬁyﬂln si yE[An+

1* Aae] " B
al ® 5,00 =y si oy €D
T sinon
Le r3le de 1'élément indéfini est joud par 1'Elément T
(indéterminé).

4.24 Lemme : tous les objets An du schéma ci-dessus sont des

bifaisceaux commodes.

Démonstration : I1 suffit de vérifier que 1'étoile dans
[D+ D] * [D~+ An] et dans [ nn -+ D]*{ nn An] nous fournit
bien des objets de C. Pour cela on utilise les &chelons de Scott
comme en &.18 (pour 1'ordre inverse) et on préc2de comme au théoré&me
précédent.

On vérifie aussi que les fliches du schéma ci-dessus sont bien
définies :

(a) i°€[ . (AO-A,)

(b) plus généralement les i‘n et jn ont bien le domaine

et codomaine désiré. Vérifions le pour i

n+l’

x €[An—> Anl ? 1n+l(x) € [Anﬂ-» An”]
¥y € Anﬂ =D + [An-» An]. Calculer (inﬂ(x))(y)
fer cas: ¥y D
(i, NG = (e x, § )G =0 x() =

Ouna x régulier en y €D CAn

i, conserve la régularité (conserve

les sups)

= in 0 x régulier en y = in oxo jn régulier en Yy.
se
2éme Cas : ¥ € {Au -+ An]

&) =G oxo Jig@ = ijoxo iy (Melyd)




in ox ([ ju(s(y))) (jn conserve les infs)

i (Nx(3 (s y)))) (x DAlg-morphisme)
= Di (i (s(y)))) =
= NG ox oj)(s(y)) = D, ) (s(m)

Ceci pour le faisceau supérieur.

Il n'y a rien i vérifier pour le faisceau inférieur de [An - An}

(sa Foen-structure) puisque tous les &l&ments sont rationnels (lemme 3.2).

On refait le méme raisonnement pour jn‘ Done tous les objets du
schéma d'approximation précédent sont parfaitement définis. (Cette démons~
tration s'appuie lourdement sur le fait que les in et jn sont des

doubles connections de Galois).

Considérons la limite du diagramme précédent dans la catégorie
Set des ensembles :

A = {(xn) t X

n €N 1-,\'3‘1::(’(:&1)"nE N}
On note que pour toute suite (xn)n €N € A_, pour tout n
entier :

!€ partie D de An X

x x
n+ +1 ® “n n+1

LI € partie fonctionnelle de An+2 =

X i ox oi
¢+l T In

n+2 n

%, € partie fonctiomnelle de Ap =x =T

1
Done toujours dans Set cette limite (projective) peut &tre &crite
(cf. [MCL]) :

Ao = Cone(*,Fo) + Cone(x, F')

(puisque l'union est le coproduit dans Set)
ol Fo est le diagramme ré&duit &3 D

F' est le diagramme

i i i3
{T}+ [Ao-‘ AO] - [A1+Al] - [AZ'-»AZI e
I 3z 13

Comme Come (%, Fo) =D, il vient

A, =D+ Cone(#, F') =D + lim AK ol
-

¥ee N Ao. T
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B, = [a, ~4a) = D -+D]
Beay = [ 7 &)
et les fléches définies comme ci-dessus.

11 s'agit maintenant de relever cet objet dams la classe des
bifaisceaux commodes, toujours selon la technique de Mac Lane,
pp 106-107. La structure de bifaisceau sur A, 8era définie en
prenant le coproduit (somme) d'un bifaisceau sur la partie D,
dérivé de la structure de D, et d'un bifaisceau sur la partie
lim Ak obtenu en remarquant que puisqu'on peut mettre tous les
Ak dans DAlg, le diagramme F' est dans DAlg qui est compléte
(Théordme 4.3), donc lim Ak peut Etre calculée dans DAlg, ce qui
jnduit une structure de DAlg sur cette partie de Ao, qu'on va
injecter dans BF par Inj.

Plus précisément
faisceau (D +4,) = Ini(Inf(D)) o faisceau (A.)

avec *

. Inj{Inf(D)) veut dire que le faisceau supérieur est le faisceau

trivial (tout &lément est rationnel)

. faisceau {4, ) est composd d'une DAlg structure (celle de & )
qui constitue le faisceau supérieur et d'un faisceau inférieur

qui est 1'o.e. trivial {Tout &iément est rationnel).

On peut donc injecter A _ dans 1a classe des bifaisceaux
commodes .

D'oh la structure de pifaisceau commode de A _

A, -n+1§_m By

4.25 Lerme = ¥x € lim bys % détermine une fonction (partielle)
réguliére de A, dans A, -
Démonstration : si X € lim A, posons
. n : .
& sy 3 xnﬂ(yn) si y €(lim Ak) U Rat(D)

Uf[xw) : u€ s{y)} sinon

(Ici Rat(D) dénote 1'ensemble des rationnels pour la Foen-structure

de D, i.e. le faisceau inférieur de D).




(i) ¥a € D [x] est régulier en a par définition 11

[x] (a) =U{[x] () : u€ s(a)} i

{ii) ¥a €1§_m Ak ¥oepa) il vient

nxldod=nai xnﬂ(c n)) = (Fubini)
n

gl(ﬂ X

n*,](c;u)) - (xn-lrl réguligre si n+¥ 0 et o, = {Th
g(xnﬂ(rlcn)) - l: xnﬂ(an) = [x] (a) (circulation).

u]

d'ol le lemme

On peut donc injecter lim nk dans 1'espace des fonctions
régulidres de A dans A .
Réciproquement :
4.26 Lemme : ¥E : A+ A il existe F
£ €lim p,  défini par

=1

Mpey = A7 €A UGN o

Démonstration : ? 1f[¢ lim by

c'est-d~dire a-t-on ]f[Il = jn (]f[nﬂ) 2
ay j,Qf[) =T car Jff €4,

B e U fl ) = gy oQfl[L,,) o i =

= ody €A (EM) oi = |

: i 1£[ge2
(puisque An ! A’n*l o An*

i
1 —1 An)
= Ay €A (EGE ),) =
= Xy GAn. jn((f(y))rﬂ-l) = Ay € An-(f()'))n

]f[n_”. qe d 0

4.27. lemme ¥f : A_- A réguliére on a [] £ [] = £,
i.e. les deux fonctions ont méme domaine de définition et somt &gales.
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pémonstration : on applique le lemme 4.25.

11 est aisé de voir que puisque x €lim A, [x] : ¥y~ D xnﬂ(yn) H
il vient si y € lim &, [E[1:y -rz £ nﬂ(yn) =

MOy € A (EGDGY =
n

- N - -
:(f(yu))n o (:E(ym))n g £ly) = £0y)

Maintenant soit a € D. Il vient, si a est rationmel,

DeD @= 0 )"

12 Ovy €A (B =

n(£(a))_= £(a)
o n

puisque a = (a,3,.02) € A
Maintenant si a est jrrationnel, il viemt @
[1£[] (&) = U{DEf] Cu) = v € s(a)} =U{f(u) : ue s(a)}
2 - £(a) o

ponc on a pu injecter [Am-r Al dans lim Akc D+ 1(1_m Ak = A

=
On peut donc énoncer :

4.28 Théordme : Soit D un bifaisceau commode. Alors le schéma
d'approximation de Wadsworth fournit dans Set une limite projective
A qui est telle que

(i) A_=D+ 1im A, , la limite des A pouvant &tre calculée
= A By

k
dans DAlg, ce qui munit &, d'une structure de faisceau

(ii) si [A, = A ]p est 1'espace des fonctions régulidres par-
tielles de A dans s , alors il existe une bijection
Lim 8, < [A_+ 4, 1o

En particulier A, contient l'espace de toutes les fonctions régu-

ligres de A, dans A, . 0

1 4,29 Proposition : le modéle E_ de Wadsworth est un cas parti-
ales.

culier de domaine A,
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Démonstration : Nous avons E_ = D + [E,+ E_] avec D
€tant un treillis complet plat ‘

A N
\I//

D est trivialement un bifaisceau commode. I1 suffit de noter que
la structure de treillis continu de [D -+ D] est isomorphe &
celle de Nolrat (D,D) (Les &chelons de Scott et de Nolin sur D
sont les

[e,e’] 1(:c) = e' si x ¢ {e,T}
1 sinon
<e,e'>T (x) = e si x € {e,1}
T sinon )
Et cet isomerphisme se propage tout au long de la comstruction.
Donc E, est isomorphe 3 quelque domaine A_. 1]
Nous avons ainsi donn& une solution a@ notre probléme de généra-
liser le modéle E_ de fagon & y inclure des atomes plus complexes.

Il convient d'apporter deux remarques importantes & notre construction

Remarque 1 : Le domaine A~ n'a pas &té obtenu comme limite
dans une catégorie (on s'est simplement servi d'une classe C des
bifaisceaux commodes, et telle quelle C peut difficilement fournir
une catégorie). On s'est donc servi de 1'idée de faisceau sagittal
plutdt que de la notion elle-méme. Vue sous cet angle, la théorie
des faisceaux (sur un ensemble) nous parazit de nature 3 initialiser
une théorie analytique des &quations aux domaines, analogue & ce

qu'on fait pour les équations différentielles en analyse.

Remarque 2 : Notre premidre approximation de Foen, au
début de ce chapitre, &tait Interp. Nous aurions pu tout aussi hien
prendre Alg & la place de Foen. Nous aurions ainsi obtenu des
bifaisceaux "bialgébriques™ et C nous aurait de suite fourni une
catégorie en prenant pour morphismes les fonctions 3 la fois régu-
liéres pour le faisceau inférieur et le faisceau supérieur. La méme

construction peut alors &tre mise en oeuvre, en remplagant partout

Foen par Alg. De tels faisceaux bialg&briques, lorsque le support
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est un treillis complet, sont considérds par Hofmann, Mislove et
Stralka 1974 dans leur &tude sur la dualité de Pontryaguine ; voir
aussi Hofmann 1979.

Une raison pour nme pas se restreindre au cas oil le faisceau
inférieur est un objet de Alg, est que, dans le cas des treillis
complets, les spectres qui nous intéressent ne sont pas dirigés.
Par exemple, dans un langage de programmation, on peut se donner
uniquement les types 0,1,2,3,... et N ; on deit alors nettement
distinguer entre les ratiomnels (0,1,2,...) et les non-rationmels

W= ?1 in}). On a la méme chose avec les "wvaleurs” de vérité

booléen, vrai et faux.

Loi de composition sur Ax :

On peut définir sur A, une loi de composition qui corres-
pond au calcul sur les types dans le A-calcul eypé ([CUR]. [HIN])
ou encore & la loi de composition sur les algorithmes de Nolin.

Définition : ¥x,y A on définit
X.y=Mz €4 i<y, 2> 2 x}

Cette loi est a priori partielle mais on vérifie de suite que
x.y= 5i x €D alors T sinop [x] (y) £3i od [x] est défini
comme dans le lemme 4.25.

Exemple: soit a €A
(i) a €D
a.a = [{z€A_ : <a,z>Da} =~ N@=T1T
(ii) a€ 4 =a.a= [a] (a)

[a] (@) = Mz €A, : <a,z> 2 a} 0

Interprétation du A-calcul dans A~ : Procédures universelles :

On note que sur D tout &chelon de Nolin est régulier pour le
faisceau inférieur, et que sur A, = lim 4, tout &chelon de Nolin
aigébrique est régulier (puisque A~ est algébrique). Ceci nous améne
3 poser :

Soit K(4, ) = le noyau de 4, pour le faisceau supérieur
(= 1'ensemble des &léments compacts), et soit E = K(4a_ ) UD.

On peut alors définir une interprétation du langage A du

A-calcul dans A_ par une fonction :

¥ & A -+ A
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par lemme 1.2(iii) on a :
V(A x.MN) =

€< 8, ¥, , > 1t 8 €K Ply (M) =
Mea, ¥, o 00> L¥M) : a €R(4,) }

¥ ) : ¥ (NE a8, a €K(4, D}

X+ a

(la fonction Ra €4 . (M) est continue)

WK*‘B

Veepap® = v Vxl

28me cas : VY(N) € D. Alors

Y Ax.MN) =

(MNi< &, ¥ My oo:oa € DHLY (W) =

X+ a

= (si V(W) est ratiomnmel pour ie faisceau inférieur de D)
M<a, ¥ > o (y(): aeD }

N
= V@™t VE/xINW o

Ceci indique que dans notre modéle la B -réduction n'est
satisfaite que dans certaines circonstances. Comme la substitution
et la réduction sont les seuls mécanismes de calcul dont om dispose
dans les langages de programmation, et que le A-calcul peut gtre
vu comme un langage de programmation id&alisé il convient de repérer
dans guelles circomstances les calculs que 1'on fait dans le langage
au moyen de ces mécanismes, ont une signification dans le mod&le que
1'on s'efforce de mécaniser. Et de ne définir des mécanismes de calcul
comme légitimes que dans la mesure ol on les a "remont&s" du modéle
de cette fagon.

En résumé : au lieu de définir d'abord un langage et son calcul,
pour en chercher ensuite un modéle, on construit d'abord une structure
mathématique qui Téfléte bien les phénoménes informatiques que l'cn a
en vue, pour construire ensuite une theorie de cette structure, qui
fournira 1'implémentation du langage. Cette fagon de voir a &8té indi-~
quée par L. Nolin, et mous parait beaucoup plus riche d'applications
pratiques que celle qui consiste @ ramener la sémantique des programmes

3 quelque homomorphisme dans une catégorie. La notion de faisceau

devrait servir d'instrument privilégié dans cette direction de recherches.
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Remarque

Les bifaisceaux commodes comme catégorie ; les BFc-objets

Pour faire de la classe C des bifaisceaux commodes une catégo-
rie, il faudrait que la composition régulizre (dans Foen) de fonctions
simples réguliéres pour le faisceau supérieur, fournisse des fonctions
réguliéres pour le faisceau supérieur. On pourrait alors poser
hom(X,¥) =[. +.] (X,Y).

Soit x € X, 5 (x) = spectre de x dans DAlg, V i€s (0
<<

j= u{uj k ¢k €5(0} (la famille des est un systéme
’

u,
3.k
approximant de j pour la Foen-structure), Posons pour simplifier
J = 5..(x). Alors si h,g sont régulidres h : X ~ Y, g:Y¥~2,
il viendrait
o(h,g) (x) = o(f,g) (N 5. 4x)) =
o(h,g) ( N (L{u; g FRESE) =
j (J JI

(si compléte distributivité, [SCS] pp 59, ou Birkhoff 1961 pp 146)

ofh,g) (L (0N uj,f(j))) =(si{ u : £ € M)

£EM §€ J jeg 1.
est un Foen-syst2me approximant de x)
U n
= {o(h,g) ( u, -..0)) =
£en jeg 1.2
on BOC e m il gy 3 €00

est filtrante) . IE_JM ; '2 5 g(h(“j,f(j))) -

(compléte distributivied)

5 i;lJ Llig(h(uj'k)) t ke S} =

N Ufo(h,g) (u, ) ¢ k € 5(3)} =
j € J 3

n . n

€ o(h,g)(j) = o(h,g)(s__(x))

D'oli la régularité de o(f,g) pour DAlg.

Donc en résumé il faudrait les conditions

(i) X est complétement distributif
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fonctions

onctions

pp 146)
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(i) { M w, _,.. % £ €M} est un systéme approximant de

j€J i, E(D)

x € X pour le faisceau inférieur.

(iii) ¥f €M {uJ.f(J)}J ¢ g est filtrante. Noter que les conditions

(ii) et (iii) introduisent une relation entre les faisceaux inférieur
et supérieur de X,

Muni de ceci on peut définir (sous réserve d'existence) :

Définition : Catégorie des bifaisceaux commodes

On appellera(it) catégorie des bifaisceaux commodes,
BFc, la catégorie ainsi définie :

objets = les bifaisceaux X tels que

(i) le faisceau supérieur est dans DAlg
(ii) 1le faisceau inférieur est dans Foen
(1ii) X est un ensemble ordonné complétement distributif, i.e.

pour toute famille {xj k j eJ, k ¢5(j)} dens X, on a
*

S0 s T T By G T e

J k € 8(3) £eM § ed

oi M est l'ensemble des fonctions f d&finies sur J & valeur
£(j) € S(j), au sens suivant : chaque fois que 1'une des deux expres-

sions est définie, 1'autre l'est aussi et on a 1'égalité

(iv) les deux faisceaux sont reliés par la proprigté suivante : ¥x¢ X
si(¥] €s__ (x) {xj K k € S(j)} est un systéme approximant de j
ij,f(j) + £ €M} est
un systéme approximant de x pour le faisceau inférieur (M défini

en {(iii)) et 'If €M {xj,f(J)}jEJ filtrante.

morphismes = les fonctions £ : X +Y qui sont & la fois réguliéres

pour le faisceau inférieur) alors { T
3¢

pour les deux faisceaux, munies de la composition réguliédre. D

On notera que tout BFc~objet (= objet de BFc) est un bifaisceau

commode, et s1 X, Y € BFc
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homBFc(X,Y) = h"“‘nng(x'” n homFoen(x‘Y)
= [.~.] (X,Y) (dans Set)

Définissons si f € homBFc(Sl,Sz) et g € h'mBFc(TI'TZ)’

[.+.] (f,8) 2 [.».] (SZ'TL) + [.+.] (SE'TZ)
h+ght

4.31 Théordme : [.+.] : BFc x BFc » B F c est un foncteur.

Démonstration :

(i) les objets : Nous avons wvu (4.22) que homm.c(x.Y) est un
bifaisceau commode si X,Y sont des bifaisceaux commodes. Sa struc-

ture dans Foen est obtenue par Inj. Donc ¥x ¢ homnrc(x.‘l) ¥j € s<<(x)

ij’k : k € 8(j)} est un Foen-systéme approximant de j ¢ 5. (0 =
{xi,k k€ 5(} = {i}

Et {j ?J xj,f(j): f € M} est un Foen-systéme approximant de x

puisque, si J = s_ (x),

{n x, :f€ M} = [ x,

. s ={ N j} = {x} et
jeg HEID jeg 0 € }

jedJ
¥ € c | J i .
feM {xl,f(J) j €J} est filtrant
Pour la compléte distribitivité on a :
¥ famille {xj,k 1 j€J, k €5(j)) dans homBFc(x,‘l) on a
¥u € X

(n ¢u %5 1)) (u) = (borne dans DAlg)
j€J wes(py I —
- j €nJ (ké—ls(j) xj k) (u) = (borne dans Foen)
= I u X, k(u) = (distributivité de ¥)
jed xes
= f%u (j ZIJ xj,f(j)(“)) = (en sens inverse)
- | noox; 0w - D'oa‘l‘égalicé
feM j¢J 3.E(3)
n U x., = U n X, .
jeJ kes() ¥ fém jeg d.ED
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Done homBFC (X,Y) peut &tre muni d'une structure de BFc-objet.

(ii} 11 s'agit maintenant d'examiner comment se transforment les

fléches
Soit f : 51* 52, 3] Tl -+ T2 dans BFc
h
'.S2 -+ T]
”~ 1
f v 4 [+» -] (f,g) : h > ght
51 T
BFc BFc

Il faut vérifier que [.. .] (£,g) est un BFec-morphisme. On
sait que c'est un DAlg-morphisme d'aprés les propriétés du foncteur
G* : DAlg x DAlg + DAlg. Le fait que ¢a soit aussi un BFc-morphisme
se réduit & la monotonie croissante par construction du foncteur [.- .]
sur les objets (le faisceau inférieur est fourni par Inj : DAlg - BFc)

d'oli le théoréme . O

4.32 Lemme r BFc & des produits, des coproduits et des &guali-
seurs . 0

On vérifie aisément que dans BFc, le schéma d’approximation de
Wadsworth définit un diagramme, dont on peut calculer la limite A’;

en transposant ce que l'on a fait dans C, et on a 1'isomorphisme dans

BFc

X w D+ [&F - A%

en suivant pas & pas la méme démarche.

Une construction simplifiée du modile A=

De méme que pour D _, on peut simplifier la comstruction de A
en appauvrissant sa structure de faisceau supérieur au lieu de Dilg
on prend DDI. Ceci améne & remplacer les bifaisceaux commodes par les

domaines commodes dont on est amené & préciser la définition (dans le

cas présent) comme suit
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Définition : domaine commode :

Un domaine commode est un bifaisceau X dont le faisceau
supérieur est dans DDI, le faisceau inférieur dans Foen et
possédant un T.

On remplace 1'application

Nolrat : |‘E‘nen| x IEJ -+ §DA1§[

en munissant l'espace des fonctions régulidres pour le faisceau
inférieur hom}.un (Inf(D), Inf(D)) du faisceau § pour l'ordre
inverse, et en l'injectant dans la classe des domaines commodes
en le munissant du f.o.e. trivial (i.e. tous les points sont

rationnels), toutes autres choses restant &gales par ailleurs.

Cette opération qui remplace
Inj (homl‘oen (Inf(D),Inf(D)), Nolrat) sera notée

Inj (homFuen(Inf(D)' Inf(D)), Sinv)

(8inv pour "faisceau § pour 1'ordre inverse")

Reprenant le schéma de Wadsworth, si D est un domaine
commode, on a

A =D

o

Ap=D+[A > A]

ol [Ao - AO} = Inj (homToen(Inf (D), Inf(D)}, Sinv)

=D+ [A -

o+l A114'1]

An+2 =D +An+l avec

[4

a+l ~

ae1] =ID A *D+p 1=
DD+ 1 x a0+l =
A

(b+D) %D & ) x (A >l *[4 +4 1)

De la méme maniére on prendra toujours
[D+D] = Inj (hompoen(lnf (D), Inf(D)), Sinv)
[D =+ An] = Inj(" homaqz(i), bn) muni du faisceau § pour 1'ordre
inverse") =

- Inj(homDDI(Sup(D), Sup(&n)), Sinv)

[a - p] = Inj (hom-]m_I(Sup(An). Sup(D)), Sinv) .

[a 2 -n:\nl = Inj(homy, (Sup(a ), Sup(4 )), Siav)
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On se donne les mémes fliches que dans le cas ol le faisceau
supérieur est dans DAlp au lieu de DDI. L'Ztoile joue ici un
r8le moins important que dans le cas algébrique : on peut dire qu'elle
pous fournit toujours un espace de points qu'on peut munir d'un faisceau
S pour 1'ordre inverse. Le reste de la méthode s'applique sans pro-

bléme, et on peut Enoncer

4.33 Théorsme : Soit D un domaine commode. Alors le schéma
d'approximation de Wadsworth fournit dans Set ume limite projective
A qui est telle que
(i) A, = D+ 1§_m A % la limite des A k étant calculée dans DDI,
ce qui munit A d'une structure de faisceau
(i) si [a_- Am]P est 1'espace des fonctions réguliéres partielles
de A, dans A., alors il existe une bijection lim AkH[Aw -+ A“‘]P .
En particulier A, contient 1'espace de toutes les fonctions réguliéres
de A, dans A,

Ceci donne une justification théorique 3 la démarche de Nolin

dans sa théorie des algorithmes.
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INDEX et NOTATIONS

adjointe (inférieure) : 19, 67
adjointe (supérieure) : 67
algorithme : 29
(de base) : 31
(collection de) : 29, 30
(propre) : 31
(théorie des) : 26
algébre de Heyting : 173
atomique : 29
bifaisceau : 201, 204
(commode) : 207
bien en dessous : 21, 103
(topologiquement) : 17, 21, 103
borné (inférieure, supérieure) : 17, 46

Catégories : BF : 204

BFc : 221
BFt : 206
DAlg : 180
DCont : 180
DI : 180
Fais : 178
Foen : 180
UPS : 18, 180
INF4+ : 18

Coemposition au sens des faisceau : 128

Composition "pipe-line™ : 127
Conditionnel de Mc Carthy : 167
Cone (limite) : 19, 189
(colimite) : 19, 189
Connection de Galois : 19, 67
(double connection de Galois) : 198
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cpo : 20
densité : 86
diagramme : 70, 186
dirigée (partie} : 17, 46
domaine commode : 173, 224
échelon {(de Nolin, de Scott) : 137
échelon de Nolin algébrique : 209
Egli-Milner (préordre de) : 21
glément fini (compact) pour une famille : 95
glément ratiomnel : 65
élément YP-rationnel : 87
Faisceau : 46
algébrique : 113, 115
continu {(au sens de Scott) : 113
glémentaire : 65
de la convergence simple : 133
fidéle : 83
ordonné (fo) : 66, 33
{notion restreinte) : 70, 88
ordonné &lémentaire (foe) : 69
ordonné &lémentaire normalisé : 94
ordonné élémentaire plat : 95
ordonné interpolable : 101
ordonné globalement interpolable : 148
ordonné monigue (fom) : 66, 97
ordonné (monique) topologique : 74, 110
ordonné monique plus fin (moins grossier) : 100
produit : 62
quotient : 63, 64, 181
sagittal : 190
somme {ou coproduit) : 62
stable (ordonm&) : 107, 145
AN : 52
KP (ou de la KP-convergence) i 54
LC : 58
MS : 53
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1 49, 50
: 93
49
Sinv :

51
60
T 49

sous-faisceau : 63
48, 191

Foncteur régulier

50

i w-faisceau

fibre :
1191
201, 207
184

1 29

réguliére :

Nolrat :

G :

Fonction normale
75

faiblement réguliére :

fortement régulidre

simple :
"tight" :

131

24, 77
(composition de) :
spectre : 49, 66

Fonction-spectrale : 98

Fubini (proprié&té de) : 48

Fubini forte (propriété de)

Interpolabilité d'un faisceau ordonné (d'un ordre auxiliaire) : 101, 102
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B3
: 178

78, 128

: B1, 190

Interpolabilité glebale d'un faisceau ordonné : 148

Limite : 48, 191
magma métrique : 52
minorant approximant : 138
noyau : 48, B7

ordre

élémentaire (o.e) : 87

trivial, canonique, induit : 91, 92

auxiliaire : 98
: 120

ordre
extensionnel
1 46

Ordre

Ordre partiel

Point

de continuité d'un faisceau

110
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Point algébrique : 115

powerdomain : 21, 153, 163

préordre d'Egli-Miiner : 21, 154, 156
Smyth ibidem

prépartition : 29

programmes avec dé&clarations : 166

Rétraction : 175

Systéme approximant : 48

Spectre : 49, 66, 98

Sémantique des programme : Introduction 12
algébrique : 13
dénctationnelle : 15
opérationnelle : 60

Topologie inférieure : 114

Topologie de Lawson : 18, 114

Topologie (supérieure) de Scott : 17

Types (dans les programmes) : 26 - 28

Univers : 46

Way-below (relation) : 21, 103, 106

Way-below topologique : 103, 106

NOTATIONS
A (limite) : 48
<  (approxime) : 97
s(x) (spectre de x) : 49, 98
<<i {way-below) : 21, 103
<<, (way-below topologique) : 17, 103
Na,b . N:,b : 173
{e,e‘]m (échelon de Scott) : 137
<e,e'>m (échelon de Nolinm) : 137
Inj : 207
Sup : 207
inf : 207

Core : [MCL] , pp. 106 - 107




	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

